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1.- GRUPO

- Definicibén: Sea G conjunto no vacio, % una ley de composicibn

interna definida en G,

Diremos que el par (G, %) es grupo si

%X es asociativa:
xx(yxz) =(xxy) %2z W Xy Yy 2 & G
7 € & G tal que VaeG:aace:a:exa

e es el neutro de G con respecto a =

ngG 3b'6Gtalquebxb'=e=b'§b
b' se llama el inverso de b con respecto a =

Si ademls se cumple:

x es conmutativa: X EYy =Yy XX t/x, ¥y & G
El par (G, %) se llama grupo conmutativo

Observacibén: G debe ser no vacio pues e - G.

1.2.- Propiedades:

1) Bl neutro es finico

2) E1 inverso de cada elemento es f{inico

3) (a")' =a yact

L) (a %= b)' = b' = a' Y7/3., b ~ G
Demostracidn:
1.~ Sean €41 65 dos neutros, Por demostrar que: e, = €,
e, neutro =3 e, =e, ¥ e2 por G2
e, neutro =—>) e, =e, xe, por G2
A B
2.=- Sean a4y 8, dos inversos de a. Por demostrar que: a, = a,
Consideremos a, ¥ a = a,
por G1 por G3 por G2
a, ®¥a=xa, = a, x (a = a2) = a, xe = a,
vor G, por Gz por G,
a, ¥axa, = (a1 *¥ a) ¥ 2, = e % a, = a,



3.- Tenemos que (a')' %= a' = e por G3
y a' x (a')'= e pero e = a % a'
‘e (a')' Za' =e=> (a')'xa' =a = a'
=, (a')'xa'xa=-axa'zxa =>(a')'xe=azxe
=>» (a')!' =a
b.- Por demostrar: i) (a = b) = (b' x a') = e
ii) (b' x a') = (a x b) = e
i) (a=b) = (b' xa') =ax(bxb') xa' =axexa" -a=xa' =e

ii) ®En forma aniléga a i)

Ejemplo: recordemos que en Z podemos definir la siguiente relacibn de
equivalencia: a Rb <=, a - b =2 )}, Agl
(1a diferencia es mfiltiplo de 2)

6=CI(O)=/§XL.Z/X—O=2/\,/\(:Z}
=,?XQZ/X=2/\,.‘\,\Z!’,‘
= ’7 ee ey -2, O, 2, L”, 6 e e v e cses e “
’I’:cl('l):”«,x“Z/x-‘l:Z)\,.f‘a‘:Z‘,
=lxez/x=2A+1, Xxgz
= ',ooo, "1’ 1’ 3’ 59 7, a.oo-oo-;f
§=6 ’ -3-=T’ )
= = O T &
Z, =2/R = {0,7 }
en Z2 definamos las siguientes tablas:

+— —_— — °

2

n
Q
-
o
o

ol ol

5
T

= ol

0
7|

ol -l
= ol

(Zz, +2) es grupo, (Z2 - ﬁO ? s 2) es grupo,
0 podemos identificarla con los enteros pares
7T podemos identificarla con los enteros impares

ttintonces las tablas +2, ‘2 mos dan las reglas ya conocidas:

par + par = par par . par = par
par + impar = impar par . impar = par
impar 4 par = impar impar . par = par

impar + impar = par impar . impar = impar
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Ejercicio 1t a) ¢&é BEs ( N, +) grupo 2
b) ¢ Es (IR, +) grupo ?
¢c) ¢ Es (R, .) grupo ?
d) ¢ Es (RT .) grupo ? donde R* = R - ;O k

13+~ Definicibn:

Llamaremos orden de un grupo G 21 nlimero de elementos de G vy lo

denotaremos por: [Gi

Ejercicio 2: {(CuAntos grupos de orden 1, 2, 3, 4 hay?
Use tablas de doble entrada

Ejemplo: G

tey a, b 3 |Gl=3

!

e l e b
a I a b e luego hay un finico grupo de orden 3
D e a
' b
|
(a®a)=1(6 si axa=ce = axb=>b —>—

|
| e (no pueden existir dos elementos repetidos en

una misma columna)

o @ Boe O ams G 2o Q-

Ejercicio 3: T®n el grupo de Klein 3K4 =(e, a4 b, ¢C 7, % )

-] ! e abec
a ’ aechb
b \ b e a
(o] c bae

Considere los siguientes conjuntos:

|
a) ée, a, b { b) e, a, b, ¢ & c) Cef
l o
e

d) he, b ﬁ e) g 8 % ) Ge, c}
g) 1"31 a, C“

i(Cullés de todos ellos con grupos con la operacidn =?



2,= SUBGRUPO

2.1.= Definicidn: Sea (G, %) grupo v sea H ¢ G. Diremos que (H, x) es

subgrupo de (G, %) <=

8,) HEP

SZ) a, b ¢ H =>a=xb ¢ H

83) a ¢ H =, a' ¢ H ; donde a' es el inverso de a,
Note que un subgrupo es un grupo mds pequefio contenido en otro

grupo.

Ljercicio 4: Considere el grupo ( R, +)
a) ¢Es ( N, +) subgrupo de ( R, +)?
b) ¢Es ( 7, +) subgrupo de (R, +)2

Ljercicio 5: Sea A el conjunto formado por todos los enteros pares,

Muestre que (A, +) es subgrupo de (7, +).

Ejercicio 6: Sea Zl{- = }6, a, -é, T‘S' ’{ , entonces

24 con la ley de composicidn interna definida por la tabla si-

guiente es un grupo,

Encuentre subgrupos de (Zh’ +4) +y ‘ 37T 3 3
D T
0 i gF 1 2 3
717 2 30
212 %8 9
3150 7 2
=0 === 0 =-== 0 === 0 -
3e= POTENCIAS ®N UN GRUPO
5.0~ Definicidn: Sea (G, x) grupo. Para todo a ¢ G definamos a(n), ne 2

de la siguiente manera:



4 n
i a(n) —aXxax ...%a8a
|
|
\ a(o) = e $ e = ne
l
| » Z
! a( n) =a' ®a' ®E. . . %a
Ejercicio 7 A: Verifique 1la
Ejercicio 7 B: Verifique

3.2.~ Propiedades de la potenciacidn

Sea (G, %) grupo, a ( G entonces:
P1. a(n i = a(n) X a(m) wn, m ¢ 2
P .- (a(n))‘ _ a(-n) _ (a')(n> vh €& Z
P;" a(nm) - (a(n))(m) y e me 2
Demostracibn:
P,.- i) Por demostrar: a(n) E a(m) = a(n+m) Y0y M g zt

a(n) £ a(m) =axax :%; X axax :?: Xa=a%xax ?;? % a
_ a(n+m) i
1i) Por demostrar: a‘® x a{®) . g {ntm) Ve & Z-,Vm € z*

si n € Z+

utro de G

' sin .
&

definicién para el grupo ( Rx, .)

la definicibén para el grupo (7, +)

B e & => n= -t, tg z* y supongamos
qus t < m.
t m
a(n) * a(m) = a(-t) ¥ a(m)= a' x a' x :f. *¥* a' x a x :71 ¥ a
m-t -
eaxaxs xa-amt) _ a( tem) _ a(n+m)
iii) n ¢ 27, m . Z° se reduce al caso ii)
. - - +
iv)neg2 ,me2 => n=-t,te? y
m = -k, k ¢ 7
(n) _ (m) _ (~t) _ (-k) & X
a ¥ a = Ed = 8' ¥ e X a' X a' X ., X a'
= a' x a' = §;¥ ¥ a' = a(-(t+k))
(-t-=k) (n+m)
= a = a
=% e agn) = a(m) = a(n+m) Z

\/n,mé



P2.- i) n ¢ zt
n n
(a(n))' (e W s D = @Y B e A a(-n)
n
( ,)(n) a' X ... % a' - a(-n)
ii) n = 0 (a(o))' e!' = e
y (a')(o) e
a(-0) _ (0) .
ii1) n g 2° =% n = -t, t 22
t €
(a(n))'= (a(-t))' = (a' ¥ ..2")' =A% J.. %A= a(t)_ (-n)
t
(a,)(n) = (a')(-t) =(a'")' %= .., % (a')' = a = .F. ¥ a = a(t) = (-n)
o (a(n))' - a("n) & (a.)(n) Vne. 7
P3°_ Ejercicio,

- 0 === 0 === 0 «== 0 =~

4,- SUBGRUPO CICLICO GENERADO POR UN

ELEMENTO

b,1,- Definicibn 1: Sea (G, %) grupo y sea a «

=I;a(n)/n,:z"[=

) 4
\\ a 7

definamos:

Ejercicio 8: {a yes el subgrupo mAs pequefio que

Ejercicio 9: Considere el grupo (Z, +).

&{Cull es el subgrupo < 3> ?
éCull es el subgrupo <{-5> ?

Definicibén 2: orden de un el~mento a e G

(m) _

tivo m tal que a €

G

subgrupo generado por 2.

contiene a

es el menor entero posi-

Si no hay tal entero m diremos que a tiene orden

infinito,

Notacidn:



7e=

l+.2o" PropiedadES:

1e= la | = la' ] \ja ¢« G

2.- lal= |Kay| a @

3~ |a|= |bxa=xb | ya, b &G

b,- laxzb|] =|b=xa (use 3)

5.- |a | =m ysi a(P) = ¢ entonces

m divide a p. (m {p)
iu a(1) N a(J)

=5 m li-j, donde m = | a

Demostracidn:

1= Seam = !a]

Por demostrar que m = | a'l

1) (any@ _ Cm) o (m)y,

=e' = e.
ii) Supongamos que existe k 2 z¥ tal que

(a')(k) =e y k < m

(a')(k) =e => (a(k))' =e == a(k) =e —a|=m
‘e m=la'
2.- Ejercicio
3.~ Sea |a| = m, Por demostrar que lbxazxb |[=mn

m
1) (b = 8 = b')(m) =(bxaxb)x(bxaz=xbh)s=x ves (b xEaxb)

b x 2 x a x ...\9 ¥ a ¥ b
= b % a(m) * b' = b x e x b

b x b' = e

ii) Supongamos que existe k & 7z tal que

bxaxbv)® - y k <m
bexaaeb)® oo Dvra® ap e
=> bxa™® exb=b
=> a® _prxp=e
=> i SN
se—|a]| =m



b,- |laxb! = m. Por demostrar que |b % a | = m.
Se tiene: bx a = bx (a %=Db) b
Apliiuemos 3) y nos queda:
{b ¥ (2ab) xb" | = |axh

=m
A \b * al = \a x b |
5.- Sea \a| = m , a(p) = z. Por demostrar: m!p

Sea m . Z+, P & Z. Por slgoritmo de divisidn ﬁ! 4y * ¢ Z tales que:
P=m.p+rconO = r m

Por demostrar que r = O
AP (ma+r) _ (maq) _ (r)

L2 _ ()

Sir # O tenemos:
- (a(m))(Q) x a(r) &

e %

e m @ = a(r)

y r<n —=<|a|l=m
Juego r = O
y por lo tanto p=m . q , q_. 2

o e m | p

=0 === 0 === 0 === 0 =~

Ejercicio: (Motivacidn para la definicidn de grupo ciélico)

a) Consideremos el grupo (Z3’ +3)

Z, ={0, 7,21
6,>=L3}
TPk T B, B By oo 1T 5L B 5, B, 07 )5 K21 5
(37-{%,%,%, 8T, ... {2,7,5,%7,0...1={5 7,3 |-z
) Ahora considercsmos (Z6, +5)
Z6 = 75, T, §9 31 Ea 3 &
<6 >= 66‘
Q—-?:A:‘-s -é.s -3-, I;’ g’ 3, 70 Yeie I\Ws -Z-a -3_9 Hv 51 gv Wv --o((
=\?,§13’E’§i6 &= Z6
‘(E,“:A?, Hs ‘69 8,% }= ‘)Es Ha -6, -2-1 Ev -2-’6(" =I 6’ Evnl‘
<'3'/=l)3" g’ -(3’ T-s1_5 k= sga 69 -3-’ 69 -3-96 ‘\(':)")6’-3-}'
{7)={%,8,7,7,0(=4%2,0,% 2,0 {=5 2,0t =45,%, 2}
<-—> =},§9 761 ?_s 56’ Ege fB ? =3§a Es 39 59 Ts 6s g s
=l)ﬁa ?1 E’ 31 Es 5 & & Z6



c) y fi

$Qué

e

nalmente consideremos (kq = ﬁ ey ay, by, ¢ % , ¥ )
) ?m? ( ®$ | & a8 b ¢
= 1) a / m(,Z 1 i
| ( e e a b c¢

- “ 8y a % a, a * a x Ay see 1

= la, e a a e ¢ b
= | a, |

= b, e b b e a
" s c, e c c b a e

encuentra de diferente en estos 3 casos?

5.- GRUPO CICLICO

5.1,- Definicidn: Diremos que un grupo (G, %) es ciclico si 12 € G

tal que G = <a )

Nota: a se llama un generador de G.
En el cjercicio vemos qua: (Z6, +6) es ciclico, (Z3, +3) es ciclico,
(kﬁ, %) no es ciclico.
En (ZZ’ +3) 1, 2 son gencradores de Zz+ Observe que 2 es el inverso
de 1.
En (Z6, +6) 7, 5 son generadores de Zg ¥ 5 es el inverso de 1.
Notas: 1) <le, = \e & Luego si G # 6 e/y, € no es generador
n)
2 G = < ; == / : = £ 1gh
) <ajy=>yg  G: g a’’, algln n_ 2
5.2.- Proposicidn: Sea a gen-rador de un grupo G entonces a' también
es un generador de G,
Demostracidn: Por demostrar que G = <a' >
Por demostrar que vy 8 ¢ G, 8 = (a')(k), algln k e 2
B ¢G =2 g' ¢ G pero G =<a )
. g o= a(n), algn n ¢ 2
e s KgV)d = (a(n))', algin n « 2
% B a(-n), algn n ¢ 2
= (a')(n), algn n ¢ 2
a.o gé <a'>
ademids: a . G => a' ¢ @ =) (g <G

-.o G = <a'>
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Ejercicio 10:

a) & Es (Z;, .5) grupo ciclico ? donde 2*5 = Z5 -1+0 %

b) Vea que G = }1, -1, i, =i ﬁ con la multiplicacidén es grupo ciclico,

Ejercicio 11: &Qué puede decir acerca de los subgrupos de (ZB’ +3)

y de (z6, +6) ?

5.3.- Proposicibén: Todo subgrupo de un grupo ciclico es cficlico.

Demostracidén: Sea (G, %) grupo ciclico, G =<{a) y sea (H, %) subgrupo
de (G, =)

1.- H=G => (H, %) es ciclico.
2.- Si H={ey 35 H=<4e) .. H ciclico,

.- H#G, H# hej
(m)

Sea m el menor entero positivo tal que a ¢ He
Afirmacibn: H = <;a(m))
a® ¢ g =;>(g(m)> < H.
r / (m)\
sélo falta probar que: H< {a' ' >
Sea b ¢ H; luego be G o % M = a(s); algin s . 72
Consideresmos: m ¢ Z+, 8 & 23 por algoritmo de divisibén existen finicos
qy r ¢ Z talque s=m,q+r con O %X r¢m
Por demostrar: r = O, Supongamos r £ O
28 _ ,wa+r)  (mg)  _(r)
'
e () =(a(mq)} £ a'8)
|
!
I Y O
e s a(r) € He _5&— mes el menor entero positivo tal que a(m¥ ¢ H
no.r=0 o.- 5=moq

28 _ ,(ma) _ (a(m))(q) 2 so(m) N

e g2 7

# ww Lol

lue:o H ciclico
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Ejercicio 12: Sea G = {a, grupo ciclicoy |G l: n, entonces los subgru-
pos H de G son exnctamente los subgrupos generados por
(m) ‘
a con m | n,
Binte? fGl = e, a(n) = e  H. y trabaje con a(n) en lugar de
(s) B I )
a en la proposicién anterior,

Ejercicio 13: Enecuentre todos los subgrupos de (Z16’ +16)

Ejercicio 14 A: Sea (G, %) grupo ciclico entonces (G, %) es abeliano,

Ejercicio 1. 3: Vea que el reciproco del ejercicio 11 no es verdadero;

es decir encuentre un grupo que sea abeliano pero no ci-

clico,

Ejercicio 15: Considere el grupo ciclico (Z, +)

é Culdles son sus generadores ?
5.4,- Teorema: Sea (G, %) grupo ciclico infinito entonces sus
inicas generadores son a y a' donde G =<ay y a' es el

inverso de a,

Demostracién: Sea G = {a) G infinito .°. a tiene orden infinito,

Supongamos b ¢ G b # a, a' tal que G = (b))

{ad>= (v

i g 8 g &b => a = b(k); k - 2
b p — _ L (8),
¢ {ay => b esa ‘'§¢t ¢ 2
.. i & b(k) _ (a(t))(k) - a(tk)
el a = a(-tk) & g VE) o glotil e
S a(1-tk) = => orden a i1 - tk

—.._——b) ( )

orden a es infinito

5.5.~ Teorema: Sea (G, %) grupo ciclico de orden n. Sea a un generador
de G. Tntonces los otros peneradorss de G son de la for-

(k),

ma a ; donde (k, n) = 1,

Ohservacidn: La notacibén (k, n) significa méximo comfin devisor de k y n.
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Demostracidén: Por demostrar que:

a(k) generador de G (=) (k, n) = 1
a(k) generador de G (=, G = (a(k)) & ays= <a(k) >
{=) a ¢ <.a(k);> /= & = (a(k))(t); algn t o Z,
(=) a = a(kt), algin t _ Z
{=) a(1-kt) = e , algn 1 = kt . 2
¢=>n | 1 -kt
S 1 -kt = nA ;algt’m/\éz
Z=> 1 = kt + n A algn t ¢ 2, algin A & 2
(= 1= (k, n).

Observacibn: basta considerar n, k & Z+, k¢ n.

Ejercicio 16: Encuentre todos los generadores de (216’ +16) y de todos

sus subgrupos.

Por ejercicio 12 los subgrupos de Z16 son
260 {25 3 {B Yy (B4 (B>
1) otros generadores de Z4g sOD: T con (k, 16) = 1
e 24y =L77=837=5,={7)=(3,=(T1)=T37={T5)
2) otros generadores de (é,}son de la forma §k; (ky |<27)) =1
2>- 79,2578, % T, 7, T [<z>]-8
luego 1los otros generadores de { 2 ) son: 2.3 (k, 8) = 1
f =1, 3, 5, 7)
{Z)=<(8> = {70y &)
3) <E> = 1‘6, E, g, T- S’ :o ':\/ E) = <1—2-,>
4y L8> =8>

{0

5) (0

1]

Ejercicio 17: a) Encuentre todos los subgrupos de (218' +18)

b) BEncuentre todos los generadores de Z18 y de todos
sus subgrupos.

117 411) donde

c3 Encuentre todos los generadores de (2

211 = Zqq - 10§

Ejercicio 18: Demuestre 6 de un contrae jemplo del enunciado: "Si todos

los subgrupos (no triviales) de un grupo G son ciclicos

entonces G es ciclico'.
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Ejercicio 19: Encuentre todos los subgrupos de (Z36’ +36)

Ejercicio 20: Sea G ={a ) y sea b = a(s) e G
N n
Demuestre que | <by | = T donde n = | G |

-0 === 0 === 0 === 0 === 0 =

6.- ISOMORFISMO 3

6.1.- Definicibdn: Diremos que dos grupos (G, %) y (G', 2 ) son isomor-

fos y lo denotar=mos por (G, %) 2 (G', o ) si y

sb8lo si existe f: G > G' tal que:
a5 f es homomorfismo:
f (axb) = f(a) = £(b) Y 2 b . G
2) f es biyeccibdn,

Intuitivamente dos grupos son isomorfos si tienen las mismas propie-

dades; los elementos se nominan en forma distinta.

Ejercicio 21: a) ¢ Es (IR, +) =X (]R+, o) ?

b) Demuestre que: (2 /n Z, +) (Zn, +n)

6.,2.- Teorema: Sea (G, %) grupo ciclico de generador a.

Entonces:
. . = =B o
1) @ finito, |G|= n =D (G, =)= (Zn, +n)
2) G infinito => (G, =) = (27, +)

En virtud de este teorema se dice que (Z, +) y (Zn’ +n) son los pro-

totipos de los grupos ciclicos,

Demostracién:
1) G = 4 e, &, a(z), a(s), SV e a(n_1) %
Sea f : G > Zn
a(k)l—->ﬁ 0 < k (n

f es homomorfismo:

r a*® 2ty - 2L BE - B ¥

f (a(k)) o f (a(t))



1h o=

f inyectiva:

(1)) _ sy s o0 ®)

Por demostrar que: f(a

f(a(k)) = f(a(t)) == k = ‘-t.
=> k =t = /\ n, algfm /\ & Z
=) a(k-t) = a()\ % , algiln A ¢ 2

x a

)a(k) (-t) = (a(n))/\ , algln ,Ké Z

o q (K) % (a(t)) b e

NONNON

=)

f epiyectiva:  :Sea t é Zn

Por encontrar g . G tal que f(g) = t
(t)

tomando g = a se tiene:

2 () & ur. f(a(ti)zg

v (G, ) = (2 %)

entonc2s f es homomorfismo bivyectivo,

e (G, ®) 2 (2, +).

A continuacibén veremos una manera mis elegante de demos-
trar este Gltimo teorema usando el teorema del homomorfismo:
Sea f: G —>G' homomorfismo del grupo (G, %) en el grupo (G', O )
entonces: (G / nficleo f, %) 2 (£(G), 0 ).

Sea (G, %) grupo y sea a & G

Construyamos un homomorfismo

£ s 2 > G
k - a(k)
£(z) = £ (t) /tez b
hat 2k e 2l 2 Cas
nficleo f = 5 k ¢ 2 / (k) = e !

frez / - e



1) Si nfickeo f::{C-% se tiene por teorema de homomorfismo:
(z, +) = (ay , =)

y en este caso / al = ¢ luego parte 2) del teorema,

2) Si nficleo f ¥ 4 0 s entonges hay t # 0, t & 2 tal que a(t) = e,

Consideremos el menor entero positivo k tal que a(k) = e

.« nlicleo f = kZ
luego por terema del homomorfismo se ticne:
(Z2/%% +)= ( <a> , =)
pero

(2 /%5, +) 22 (zk,+k)

luego

(Zys +) == (K> , =)

y en este caso a tiene orden k luego parte 1) del teorema,

Y - SPESE EE
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