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Presentacion

El proceso de Reforma Educacional que se inicia, considera a la educacién como
un Derecho Social, en que todos/as los/las ciudadanos/as, tienen el derecho
a educarse y a elegir con libertad sus trayectorias de vida a la base de una
sociedad mas justa, democratica y participativa. En este sentido, el desafio de
la calidad de la educacién debe ser comprendido desde una visién integral y
multidimensional, en que el derecho a aprender debe relacionarse con diversas
oportunidades y experiencias de ensefianza y aprendizaje, considerando la
diversidad de la poblacién estudiantil y sus contextos.

El nivel de Educacién Media sitta en el centro de sus desafios la calidad de la
educacién, siendo necesario responder a la heterogeneidad de estudiantes que
inician este nivel de ensefianza, con una pedagogia adecuada y pertinente a
sus necesidades, que se haga cargo de las diversas disposiciones al aprendizaje
y puntos de partida que presentan, permitiéndoles alcanzar aprendizajes de
calidad con el propédsito de ampliar sus oportunidades de inclusién social y
proyectos de vida futuros, especialmente reconociendo la creciente relevancia
de la trayectoria escolar y de los estudio post media. En este sentido, comprender
el derecho a la educacidn significa reconocer las necesidades de aprendizaje de
todos/as los/las estudiantes y propender a su acceso equitativo.

En este contexto, es necesario reconocer que la situacién de diversidad en el aula
se vuelve alin mas desafiante en contextos de vulnerabilidad socioeducativa,
siendo responsabilidad de los actores del Liceo hacerse cargo, desde sus
propuestas pedagdgicas, de la heterogeneidad de disposiciones de aprendizaje,
la situacién de rezago y hasta las posibilidades de fracaso escolar.

El Nivel de Educacién Media del Ministerio de Educacién pone a disposicién de
los establecimientos educacionales, una propuesta de ensefianza y aprendizaje
para acompanar el ejercicio docente, basada en el analisis de las orientaciones y
organizacion de los instrumentos curriculares vigentes, que incluye orientaciones

Guiones Didacticos y Guias para el/la estudiante * 5



técnicas y didacticas que favorezcan el aprendizaje en el aula, promoviendo un
curriculum y una pedagogia inclusiva o accesible a todos/as los/las estudiantes.
Esta propuesta entrega herramientas que permiten profundizar la formacién
general y el desarrollo de conocimientos, habilidades y actitudes en las diversas
asignaturas, en el contexto del Marco Curricular vigente, promoviendo los
diferentes niveles, ritmos y estilos de aprendizaje, como también los valores o
concepciones del mundo presentes en la cultura juvenil.

Esta propuesta coopera en la instalacion y consolidacién de Procesos de
Mejoramiento Continuo en los Liceos y apoyo al ciclo permanente que recorren
para mejorar sus “Practicas y Resultados”, las que siempre deben estar asociadas
a metas de aprendizaje e incorporadas en su Plan de Mejoramiento Educativo.
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Marco Conceptual

En el contexto de forjar una educacién de calidad, con énfasis en procesos y
resultados que otorguen a todos y todas genuinas posibilidades de aprender y
de utilizar este aprendizaje para resolver los problemas mas esenciales de la vida
cotidiana, es que se ha apostado, primero, por relevar la diversidad de todos los
educandos (UNESCO, 2001) y, segundo, por explicitar procesos en los que se
evidencien diversas maneras de trabajar un determinado concepto dentro del
aula.

Asi, el presente apartado presenta un recorrido por tres elementos esenciales
en el marco de la Educacién Matematica que procura entregar una comprension
l6gica y detallada de las categorias descriptivas que componen cada uno de
los instrumentos desarrollados en este texto. De esta manera, se comienza
con un analisis desde la disciplina, para continuar con un analisis curricular y
finalizar con un conjunto de estrategias pedagdgicas entre las cuales destaca la
descripcién de las pautas del disefio universal de aprendizaje (DUA).
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Analisis Disciplinar

Una mirada Internacional

Variados estudios corroboran la necesidad que el/la docente de matemética sea un/a
experto/a en los contenidos que debe ensefiar, considerando esto como un factor
esencial para que los/las estudiantes puedan alcanzar mejores logros académicos
(Monk, 1994; Frome, Lasater & Cooney, 2005). Otros estudios concluyen que el
conocimiento del contenido, aunque fundamental, no determina la capacidad de
ensefar, relevando nuevos componentes para la definicién de lo que un docente
debe saber y saber hacer para el logro de buenos resultados por parte de los/
las estudiantes (Ball, Hill y Bass, 2005; Ma, 1999), siendo Shulman (1987) quien,
reconociendo la importancia del conocimiento del contenido y de las habilidades
pedagdgicas generales que el/la docente posea, propone una interseccién entre
ambos factores, lo que denomina “conocimiento pedagdgico del contenido”.

A partir de esta distincion, se destaca el trabajo desarrollado por Liping Ma (1999),
quien efectda un estudio realizado con profesores/as de matemdtica altamente
calificados/as, levantando una categorizacién relacionada con lo que ella denomina
Comprensién Profunda de la Matematica Fundamental (CPMF) y que se centra en
que el conocimiento de la matematica en profesores debe presentar 4 caracteristicas
esenciales:

» Conexiones: Un/a profesor/a debe ser capaz de conectar conceptos y
procedimientos matematicos en clase, utilizando tanto, conexiones simples
como complejas, evitando el aprendizaje fragmentado de contenidos y
posibilitando la comprensién de una red de conocimientos.

» Multiples perspectivas: Un/a profesor/a debe desarrollar diferentes
perspectivas de una misma idea matemadtica junto con los diferentes caminos
para su solucién, evidenciando las ventajas y desventajas de cada uno de
ellos. Se demuestra la flexibilidad dentro de la disciplina.

* Ideas basicas: Un/a profesor/a debe reconocer las ideas basicas, simples y
cargadas de significancia dentro de la matemadtica y debe saber el momento
de la clase donde esa idea es necesaria y basica para la comprensién del
contenido que desarrolla.
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» Coherencia longitudinal: Un/a profesor/a experto/a en el ambito curricular
estd capacitado/a para revisar conceptos trabajados anteriormente con los/
las alumnos/as, asi como a sentar las bases para los conocimientos que seran
adquiridos posteriormente.

Ma (1999) concluye que estas cuatro caracteristicas se interrelacionan y en
su conjunto dan cuenta de una comprension significativa de las matematicas,
demostrando bdsicamente los elementos de profundidad, amplitud y
completitud en el marco de los contenidos mateméticos escolares.

Tanto las ideas de Shulman como las de Ma, son sometidas a estrictos y diversos
estudios, principalmente provenientes de la Universidad de Michigan a cargo
de los Académicos Deborah Ball y Hyman Bass (2005), quienes se esfuerzan
en comprender cdmo el conocimiento de los/las profesores/as da forma a su
practica de aula y cémo estas précticas finalmente afectan el aprendizaje de
sus estudiantes. Los autores han desarrollado el modelo de Conocimiento
Matemadtico para la Ensefianza focalizando su investigacién en las dimensiones
del conocimiento util para la ensefianza en aula y en lo que los/las profesores/as
deben saber para alcanzar con éxito las actividades con sus estudiantes, lo que
implica conocimiento matematico, pero en contexto especifico de la ensefianza.
Los resultados de estas investigaciones indican que los/las profesores/as que
poseen habilidades en el conocimiento del contenido y en la ensefianza de éste
son los que alcanzan mayores logros académicos con sus estudiantes.

Asi, el modelo de Conocimiento Matemadtico para la Ensefianza se conforma
como un refinamiento de las categorias propuestas por Shulman (1986) y
distingue entre Conocimiento del Contenido y Conocimiento Pedagdgico del
Contenido; se propone una divisién de cada uno de estos dominios tal como lo
muestra la Figura 1.
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Conocimiento del contenido : Conocimiento Pedagégico del Contenido

/—_\
o Conocimiento del
Conocimiento Contenido y de los
Eomun'gel Estudiantes
N -
ontenido Conocimiento | (ccE) Conocimiento del
(ccQ) Especifico del .
— Contenido Curriculo
Conocimiento L (CQ)
. (CEQ) Conocimiento del
en el Horizonte .
- Contenido y de la
Matematico Ensefanza
(CH) (CCEn)
\__/

Figura 1. Modelo de Conocimiento Matemadtico para la Ensefianza (Ball et al, 2008)

Dentro de cada dominio se delimitan tres areas diferentes de conocimiento a las
que Ball et al (2008), define del siguiente modo:

* Dimensién: Conocimiento del Contenido

> Conocimiento Comtn del Contenido (CCC) corresponde al que cualquier
persona instruida podria tener. Este conocimiento se adquiere a lo largo de
los estudios formales o de la vida cotidiana, y las personas se caracterizan
por resolver problemas comunes y operar correctamente.

» Conocimiento Especifico del Contenido (CEC) corresponde al conoci-
miento matemadtico que le permite al profesor o profesora realizar la labor
de la ensefanza. Esto se traduce, por ejemplo, en proporcionar explica-
ciones matematicas y representar ideas de diversas formas.

> Conocimiento en el Horizonte Matematico (CH), se refiere al conocimiento
de las relaciones existentes entre los distintos temas matematicos y a su
trayectoria en los distintos niveles de aprendizaje escolar.
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* Dimensién: Conocimiento Pedagégico del Contenido

» Conocimiento del Contenido y de los/las Estudiantes (CCE) es el utilizado
al ensefiar un contenido especifico e incluye conocer aspectos particulares
de los/las alumnos/as, por ejemplo, conocer cémo evoluciona su
razonamiento matematico, qué aprendizajes son previos a otros o qué
tipos de problemas son comprensibles para su edad.

» Conocimiento del Contenido y la Ensefianza (CCEn) se refiere a la
intersecciéon entre el conocimiento del contenido y el conocimiento de
la ensefianza de ese contenido. Esto implica que el docente sea capaz de
construir sus actividades de aula en relacién al razonamiento de sus
estudiantes, y a sus mecanismos de aprendizaje.

> Conocimiento del Curriculo (CC) se refiere al conocimiento de las
orientaciones curriculares, contenidos, objetivos, materiales y recursos
disponibles. Se espera que el/la docente sepa, por ejemplo, reconocer y
anticiparse a los errores tipicos de sus estudiantes, conocer distintas
formas o estrategias para explicar un concepto o un procedimiento
matematico.

Cada uno de los apartados desarrollados y explicitado por las investigaciones de
Ball entre otros académicos, dejan en evidencia lo que a nivel internacional se
espera de la actividad del/la docente en aula en torno al contenido matematico
que ensefia, asi como a los mecanismos mediante los cuales se logra que este
conocimiento tenga sentido para un conjunto de estudiantes en constante
cambio y dinamismo. El foco en este sentido, es avanzar desde el saber al
saber hacer en el campo de la ensefianza de las matemadticas, donde la variable
del grupo de estudiantes es determinante a la hora de disefiar estrategias de
actividades con foco en la ensefianza para el aprendizaje.

Es necesario, ahora, dar una mirada a los estandares nacionales sobre lo que es
y se espera de un/a docente en aula, para finalizar con el desarrollo de ideas y
conceptos sobre el saber hacer, en medio de la diversidad de formas de aprender
que cada estudiante o grupos de estudiantes poseen.
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Una mirada nacional

En Chile, lo que se espera de un/a docente en aula se encuentra estandarizado
por dos documentos legales. Para los/las docentes en ejercicio, el “Marco para
la Buena Ensefianza” (MINEDUC, 2003) orienta la practica profesional docente,
buscando representar la totalidad de sus responsabilidades en el desarrollo del
trabajo cotidiano. Su objetivo es definir parametros consensuados por los /las
profesionales de la educacién, para que cada docente pueda evaluar su préctica
docente.

El foco central que conduce y unifica todo el Marco para la Buena Ensefianza,
involucra a todos los/las estudiantes en el aprendizaje de contenidos
relevantes, de este modo, todos los criterios que lo conforman responde a tres
interrogantes fundamentales:

* ;Qué es necesario saber?
* ;Qué es necesario saber hacer?

* ;Cuan bien se debe hacer?

Para dar respuesta a estas preguntas, el Marco para la Buena Ensefianza se ha
estructurado en cuatro Dominios que hacen referencia a los distintos procesos
de la ensefianza:

* Preparacion de la ensefianza.
* Creacién de un ambiente propicio para el aprendizaje.
* Ensefanza para el aprendizaje de todos/as los/las estudiantes.

* Responsabilidades profesionales.

Cada Dominio se explicita mediante un conjunto de criterios e indicadores que
definen pardmetros comunes dentro de cada uno. La idea general es proporcionar
una herramienta util y comprensible de los elementos constituyentes de cada
uno de estos cuatro Dominios, con los cuales se completa el ciclo total del
proceso de ensefianza.

Por otra parte, los estandares para los egresados de las carreras de pedagogia
fueron desarrollados segiin la estructura de la Ley General de Educacién (Ley
N° 20.370) promulgada el afio 2009 y estén orientados a las instituciones
formadoras de tales profesores/as, que ensefiaran en las disciplinas de Lenguaje
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y Comunicacién, Matemadtica, Historia, Geografia y Ciencias Sociales y Ciencias
Naturales, en los contextos de Ensefianza Bésica y Media. Estos estandares estan
expresados como una orientacién acerca de los conocimientos y habilidades
necesarios que debiera manejar el/la egresado/a de pedagogia para ensefar
determinadas disciplinas (MINEDUC, 2012) y estdn organizados en dos
categorias:

» Estandares Pedagdgicos

» Esténdares Disciplinarios para la Ensefianza

La categoria de Estandar pedagdgico hace referencia a las competencias que
debe poseer un/a docente en ejercicio y que se consideran como requisitos
para ejercer la docencia. Entre estas competencias, que constituyen elementos
generales de la labor pedagdgica, se encuentran:

* El conocimiento del curriculo.
» El disefio de procesos de aprendizaje y evaluacién para el aprendizaje.

* Las habilidades para evaluar y reflexionar acerca de la propia practica
pedagdgica.

 La habilidad para aprender en forma continua.

Por su parte, los Estandares Disciplinarios para la ensefianza, apuntan al
conocimiento de la disciplina y a las competencias para ensefiarla, considerando
y conjugando los conocimientos especificos, las habilidades y las actitudes
que debe poseer un/a egresado/a de Pedagogia en Educacién Media para
desempeniarse en este nivel escolar.

En el marco especifico del profesor o profesora de Matematica, el propdsito es
enriquecer la comprensién de la realidad, favorecer la seleccién de estrategias
para resolver problemas y contribuir al desarrollo del pensamiento critico y
auténomo en todos los/las estudiantes. De esta manera, la categoria aporta
indicadores relacionados con el desarrollo de las capacidades de comunicar,
razonar, abstraer, confrontar y construir estrategias para resolver problemas y
para realizar un andlisis critico de diversas situaciones concretas, incorporando
formas habituales de la actividad matematica.
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Educacion matematica centrada en la diversidad:
la matematica inclusiva

Al adentrarse en el concepto de lo “inclusivo” en el marco de la educacién, se
encuentran variadas concepciones que consideran desde la incorporacién de
diversos trastornos, discapacidades, hasta la incorporacién o trabajo equitativo
de los grupos socioeconémicos vulnerables dentro del sistema escolar, lo que
demanda la incorporacién de técnicas y métodos adecuados y pertinentes para
garantizar la efectiva inclusién concebida como promocién de una Escuela para
Todos y, finalmente, la inclusién como Educacién para Todos (Alsina y Planas,
2008).

Las fronteras entre cada perspectiva evidenciada no son excluyentes, pero dan
cuenta de un amplio abanico de matices respecto del concepto de inclusién en
el contexto educativo. En este sentido, lo primero y fundamental es explicitar
qué se entenderd, para la construcciéon del presente material, por educacion
inclusiva y educaciéon matematica inclusiva.

La Educacion Inclusiva se concebira como la incorporacién de todos los nifios,
nifias y jovenes en la escuela, en cuanto a que su presencia, participacion y
logros se desarrollen bajo una educacién eficaz y de alta calidad para todos.
Esto constituye el mayor reto que deben enfrentar los sistemas educativos
en el marco de un sistema que “sostiene y acoge la diversidad de todos los
educandos” (UNESCO, 2001).

En el mismo sentido, entenderemos por Educacion Matematica Inclusiva,
aquella practica matematica que sea accesible y comprensible para todos/as
los/las educandos, lo que constituye una Educacién de Calidad para Todos.

Aunque recientes estudios sobre Educacién Matemadtica Inclusiva, han centrado
su atencién en experiencias de inclusién en aulas comunes de estudiantes con
deterioro de la audicién y/o de la visién, han relevado el desarrollo de novedosas
practicas manipulativas o con énfasis en los sonidos para la ensefianza, por
ejemplo, de la geometria o el algebra, midiendo su significancia educativa en
estos estudiantes.

Aun cuando la Educacién Inclusiva en Matematica ha tomado preferentemente
este camino, algunos autores han logrado evaluar el impacto de estas practicasen
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estudiantes que no presentan Necesidad Educativa Especial Permanente (NEEP),
siendo el caso de Healy y do Santos (2014), quienes evaltan la potencialidad
de tener estudiantes que presentan algun tipo de discapacidad y que presentan
Necesidades Educativas Especiales dentro de un mismo contexto de ensefianza
en aula. Las autoras indican que la reflexién en cuanto a estos contextos, se debe
centrar en la diferencia en lugar del déficit, lo que conduce a un aula inclusiva
donde todos los/las participantes, estudiantes y profesores/as se benefician.

En su investigacién Healy y do Santos (2014), relevan la reflexiéon de un/a
docente de matematica en aula, quien explicita la complejidad de enfrentarse a
un aula diversa, en donde el trabajo se duplica en la preparacién de un material
acorde a la diferencia y en la aplicaciéon de éste en aula. Sin embargo, las
investigadoras advierten cémo los nuevos métodos empleados para un tipo de
estudiante beneficia la comprensién de estudiantes para los cuales no estaba
destinado el material, asi, si los/las estudiantes no habian logrado comprender
una determinada idea, ahora poseian una nueva oportunidad para hacerlo.
Del mismo modo, la interaccién explicativa que se desarrolla en un contexto
de aula diverso, esta llena de significado y potencia el aprendizaje desde una
comprensién y profundidad mayor del contenido que se desarrolla.

Healy y do Santos concluyen su trabajo, reflexionando sobre la necesidad de
crear practicas inclusivas en el contexto de la educacién matemadtica, y su
implicancia con la comprensién de cémo la ensefianza y el aprendizaje estan
mediados por nuestra identidad “fisica, racial, étnica, linglistica, de género y
de los seres sociales” (p.45), que creemos que es fundamental para involucrar
a todos/as los/las que participan en el proceso educativo y para reconocer y
valorar sus aportes en la construccién de nuevos conocimientos.

Por otro lado, Griffin, Liga, Griffin y Bae (2013), detallan algunas de las actividades
que consideran esenciales dentro de la actividad de aula en matematica mediada
por un/a docente, estas son:

* Ensefar con estrategias variadas.
* Ofrecer frecuentes oportunidades para la revision y la practica.

* El desarrollo profundo del concepto a través de la utilizacién de materiales
manipulativos y representaciones visuales.

* Un menor énfasis en la instruccién mediada entre pares.
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De esta manera se avanza con los propdsitos y actividades que en general
propician una Educacién Matematica de Calidad para Todos.

Finalmente, se reconoce el aporte realizado por Ball Chandra (2012) en la
composicién de una definicion de Educacién Matematica Inclusiva, incrustada
en las tradiciones culturales locales, en sintonia con la necesidad de concretar
una produccién global del conocimiento. Chandra reflexiona sobre la idea de
que tanto profesores/as como estudiantes son propensos a concebir una imagen
completa del conocimiento matematico y de las habilidades que son utiles para
su presente y futuro, sélo después de haber experimentado mdltiples formas de
construir la matematica.

A modo de sintesis, podemos decir que, a partir de lo anterior, es necesario
reflexionar sobre el camino que tomaran los/las profesores/as para disefiar y
desarrollar practicas que permitan lograr que la ensefianza y el aprendizaje de
la matemdtica sean accesibles a todos los/las estudiantes. Esta reflexién ha de
partir de una revisién de la pedagogia, la didactica y los procesos evaluativos
para culminar en la construccién de ambientes flexibles, coherentes y amistosos
para el trabajo con la diversidad de educandos en la etapa escolar.
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Esquema de Sintesis: ;Qué se espera de un/una profesor/a en el desarrollo
de la Matematica Inclusiva?

Los componentes que focalizan un buen desemperio en el &mbito del profesorado, sus
conocimientos y aptitudes para ejercer en aula, nos ayudan a trazar los lineamientos
necesarios para comprender qué debemos hacer para forjar una educacién

matematica inclusiva.

Ve

Conocimiento del Contenido

Resolver problemas y operar
correctamente.

Explicaciones matematicas
representadas de diversas formas.
Conexidn de los contenidos con otros
temas y coherencia en el tiempo.

Ve

Conocimiento Pedagégico del Contenido

+ Evolucién del Razonamiento
matematico.

+ Actividades en funcién a necesidades y
habilidades.

+ Reconocer errores y diferentes formas
de explicar matematica.

N\

Actividades para proporcionar matematica al alcance de todos

La ensefianza de estrategias variadas.

Ofrecer frecuentes oportunidades para la revisién y la practica.
El desarrollo profundo del concepto a través de la utilizacién de
materiales manipulativos y representaciones visuales.

Un menor énfasis en la instruccién mediada entre pares.*

* Este dltimo punto hace referencia a que si bien el trabajo entre pares
tiene potencial en el ambito de la educacién matematica, la instruccion
de esta mediacién por parte del/la docente es dentro del total de
actividades, la que menos efectos positivos proporciona en el corto

plazo (Griffin et al, 2013).
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Analisis Curricular

Enfasis del Ajuste Curricular 2009 en Matematica: requerimientos

El Ajuste Curricular del afio 2009, en adelante “el Ajuste” declara que “la
matemadtica se aprende haciendo matemadtica, reflexionando acerca de lo
hecho y confrontando la actuacién propia con el conocimiento acumulado y
sistematizado” (p.146). Asi, el Ajuste enfatiza de manera transversal el desarrollo
del Razonamiento Matematico sobre los cuatro ejes tematicos del curriculo.

Para desarrollar el Razonamiento Matematico, el Ajuste declara la necesidad
de brindar oportunidades de aprendizaje en torno a problemas, desafios,
modelamiento de situaciones o proposicién y exploracién de relaciones que
ofrezcan intervenir sobre el pensamiento creativo y critico de los/las estudiantes
con experiencias de aprendizaje que aporten a la formulacién de conjeturas,
exploracién de caminos alternativos de solucién y discusién de la validez de
las conclusiones. En este contexto, las situaciones escogidas para presentar los
problemas que se deben resolver para un aprendizaje matematico escolar, se
clasifican en cuatro tipos: personal, educacional/profesional, publica y cientifica
(OCDE, 2004).

En el ambito del desarrollo del pensamiento, en Educacién Bésica y Media, se
deben promover entre otras, las siguientes habilidades transversales':

» Habilidades de analisis, interpretacion y sintesis de informacién y
conocimiento.

Estas habilidades conducen a que los/las estudiantes sean capaces de
establecer relaciones entre las distintas asignaturas; de comparar similitudes
y diferencias; de entender el caracter sistémico de procesos y fenémenos;
de disenar, planificar y realizar proyectos; de pensar, monitorear y evaluar el
propio aprendizaje; de manejar la incertidumbre y adaptarse a los cambios en
el conocimiento.

1. Para mayor informacidn dirijase a: Orientaciones e Instrumentos de Evaluacién Diagndstica, Intermedia y final
en Resolucién de Problemas Ter afio de Educacién Media. Mineduc, 2013.
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» Habilidades de Resolucion de Problemas

Solucionar un problema constituye una situacién desafiante para el/la
estudiante, pues tiene que movilizar saberes, técnicas, procedimientos,
entre otros, para poder dar respuesta a la situacién planteada. Requiere
aplicar habilidades cognitivas de orden superior, que le permitan relacionar,
interpretar y representar la informacién proveniente del enunciado,
proponiendo estrategias de solucién, anticipando posibles respuestas y
argumenténdolas. Es la oportunidad para que los/las estudiantes desarrollen
habilidades de tipo cognitivo (indagar, conjeturar, validar y argumentar), y de
tipo actitudinal (perseverancia, critica y autocritica). Es decir, lo/la pone en
situacién de aplicar sus conocimientos, relacionarlos y buscar la estrategia
éptima que le permita solucionar el problema. No se debe confundir entre
solucionar un problema y resolver un ejercicio, esto ultimo sélo implica una
actividad rutinaria, en que se aplican habilidades de tipo mecanico, es decir,
para resolver un ejercicio basta aplicar un algoritmo previamente aprendido.

» Habilidades de Investigacion

Las habilidades de investigacion, tienen relacién con identificar, procesar y
sintetizar informacién de una diversidad de fuentes; organizar informacién
relevante acerca de un tépico o problema; revisar planteamientos a la luz
de nuevas evidencias y perspectivas; suspender los juicios en ausencia de
informacién suficiente.

» Habilidades Comunicativas

Las habilidades comunicativas se vinculan con exponer ideas, opiniones,
convicciones, sentimientos y experiencias de manera coherente y
fundamentada, haciendo uso de diversas y variadas formas de expresion.

Dificultades en el desarrollo de la Educacion Matematica en Chile
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En cuanto a los cuatro ejes disciplinares que el Ajuste propone, hoy tenemos
evidencia de las principales dificultades que a nivel pais poseemos. A continuacién
detallaremos algunas investigaciones que nos ayudan a dilucidar nuestra actual
situacién en cuanto a los contenidos, las habilidades y la interaccién entre el/la
profesor/a y sus estudiantes.
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Segun los estudios del Centro de Medicién de la Pontificia Universidad Catélica
de Chile, MIDE UC (2013), en Ensefianza Media se evidencia un buen nivel en los
ejes de Algebra y Geometria tanto desde el punto de vista del manejo conceptual
como de la operatoria y analisis de problemas, en particular referido a los temas
de: operatoria algebraica, funciones lineales y cuadraticas, propiedades de
figuras y cuerpos geométricos, teoremas de congruencia y proporcionalidad. En
el eje de Geometria también se observa un mayor uso de material manipulativo
concreto para el desarrollo de las actividades de aula (Araya y Dartnell, 2008).

Porotro lado, el trabajo en terreno advierte que las dificultades en el razonamiento
demostrativo (deductivo) para el eje de geometria, es un tema poco abordado
en las aulas chilenas al igual que las conexiones que se pueden desarrollar
desde la Geometria al Algebra, en especifico nos referimos a la aplicacién de la
Composicién de Funciones a las Transformaciones Isométricas.

Los ejes de Numeros y Probabilidades presentan problemas mas profundos,
centrando sus dificultades en la comprensidn conceptual de las definiciones y
propiedades de los distintos conjuntos numéricos y en la operatoria dentro de
los nimeros complejos; por su parte, en el eje de Datos y Azar sélo se abordan
problemas sencillos que involucran medidas de tendencia central o tablas de
frecuencia, en situaciones familiares (MIDE UC, 2013).

Las grandes ausencias, presentes transversalmente en los cuatro ejes, se centran
en las introducciones de las clases, en las demostraciones y toda forma de
razonamiento deductivo (Varas et al, 2008); a nivel del desarrollo completo
de la clase, el uso de metaforas no son parte del repertorio habitual de el/la
profesor/a/a de matematica en Chile (Cornejo, Silva y Olivares, 2011, en Manzi,
Gonzaélez y Sun, 2011).

Por otro lado, si bien las habilidades en torno a la resolucién de problemas se ha
masificado en la teoria y practica dentro de las aulas del pais, es un tema que
se debe seguir enfatizando debido a que los resultados de los/las estudiantes
chilenos siguen siendo relativamente débiles en el contexto internacional
(Apuntes sobre la calidad de la educacion, 2013).

En relacién a la interaccién entre el/la profesor/a y los/las estudiantes, los
estudios realizados en Chile muestran que la ensefianza de la matematica esta
centrada en el/la profesor/a, quien desarrolla los contenidos por medio de una
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presentacion de casos o ejemplos, seguidos por la definicion de conceptos
(Araya y Dartnell, 2008; Cornejo, Silva y Olivares, 2011, en Manzi, Gonzalez y
Sun, 2011).

Asi, el patrén instruccional se caracteriza por una mayor frecuencia de preguntas
orientadas al control del desarrollo de las actividades de clase que al desarrollo
de la comprensién de contenidos matemaéticos; predominio de preguntas de
bajo desafio cognitivo y “baja apertura”, reduciendo la participacién de los/
las estudiantes en la construccién del conocimiento; predominio de formas de
seguimiento a las intervenciones de los/las alumnos/as basadas en la repeticion
y evaluacién de las mismas, y escasa retroalimentacién con ideas matematicas
por parte del/la docente (Varas et al, 2008); (Radovic y Preiss, 2010).

Dentro de la interaccién entre los/las profesores/as y los/las estudiantes, no
podemos omitir las inequidades existentes entre estudiantes hombres y mujeres
en el contexto de la educacién matemadtica en Chile. Segun los indicadores de
la prueba PISA 2012, las diferencias de género en nuestro pais se manifiestan
tanto en los resultados de las evaluaciones como en la actitud frente a la clase
de matematica.

Existen evidencias que el entorno escolar influye de manera significativa en
el rendimiento de los/las estudiantes, de manera especial los procedimientos
de gestidn y organizacién escolar. En Chile, un reciente estudio evidencia que
tanto profesores como profesoras interactian menos con estudiantes mujeres,
otorgandoles menores posibilidades de participacién y aprendizaje durante las
clases, en comparacién con los estudiantes hombres. Ademas, se constaté que
las diferencias de género que ocurre en las aulas, son mds pronunciadas en
clases a cargo de profesores de género femenino que de profesores de género
masculino (Espinoza y Taut, 2014).

Si el/la docente tiene un cabal conocimiento de los distintos énfasis que se
proponen para la ejecucién de las actividades de aula en matemética, y potencia
este conocimiento con la comprensién de las mayores dificultades que a nivel
de contenidos, habilidades e interacciones en aula presentan sus estudiantes,
tendra una mayor y mejor oportunidad para ajustar sus practicas a dichos énfasis
y dificultades, y de esta forma, podrd mejorar los resultados de aprendizaje.
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Esquema de Sintesis: ;Cuales son los nudos criticos en Chile?

El siguiente esquema sintetiza lo trabajado en este apartado en torno a evidenciar
los énfasis del Ajuste y las falencias a nivel pais, en torno a los contenidos, las
habilidades y las interacciones pedagdgicas en aula.

Ajuste curricular 2009

Ejes tematicos Razonamiento Matematico
1. Ndmeros + Habilidades de andlisis,
2. Algebra interpretacion y sintesis
' - Habilidades de Resolucién de
4. Datos y Azar + Habilidades de Investigacion
! + Habilidades Comunicativas
J L J

Dificultades a nivel de
contenidos y habilidades

( N\ ( N\
- Definiciones y propiedades en + Demostraciones
conjuntos numéricos

+ Operatoria con nimeros
complejos * Razonamiento deductivo

- Medidas de Posicién* - Resolucién de problemas
+ Variable aleatoria*

- Composiciones isométricas™

L\ J . )J

Dificultades a nivel de
interaccién en clase

- Metéforas

- Conjeturas™

Actividades para proporcionar matematica al alcance de to-
dos/as

+ La ensefianza de estrategias variadas.

+ Ofrecer frecuentes oportunidades para la revisién y la
préctica.

+ El desarrollo profundo del concepto a través de la utilizacién
de materiales manipulativos y representaciones visuales.

+ Un menor énfasis en la instruccion mediada entre pares.

& J

Nota: los elementos marcados con un asterisco (*), representan elementos observados en aula por los
profesionales de la educacién responsables de la creacién del presente material.
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Estrategias Pedagogicas
El Diseno Universal para el Aprendizaje

Considerando los elementos presentados de lo que un/una profesor/a de
Matematica debe saber y saber hacer, en conjunto con las dificultades curriculares
y pedagdgicas que poseemos a nivel pais, es que nos introduciremos en una
construcciéon comprensiva que aporta y apoya la implementacién del curriculum
vigente a través de multiples estrategias de ensefianza y aprendizaje en el aula,
considerando especialmente la planificacién en el marco de los principios que
estan a la base del Disefio Universal de Aprendizaje.

En este sentido, El Disefio Universal para el Aprendizaje, en adelante DUA, es
un marco que aborda el obstaculo que crean los curriculos inflexibles para la
ensefianza. Este disefio proporciona a todos los/las estudiantes oportunidades
justas y equitativas para aprender, categorizado segun lo que la norma espera.
El marco del DUA estimula la creacién de disefios flexibles desde el principio, que
presenten opciones personalizables que permitan a todos los/las estudiantes
progresar desde donde ellos verdaderamente estan y no desde dénde a priori
debieran estar. Asi, el DUA asume y valora la diversidad de los/las estudiantes al
proponer a los/las profesores/as flexibilidad en los objetivos, métodos, materiales
y evaluacién que permitan dar respuesta asertiva a dichas necesidades diversas
(CAST, 2011).

Basados en este marco y en sus principios, reconocemos uno de los pilares de la
Reforma Educacional referidos a una pedagogia inclusiva o accesible a todos. A
continuacion se detallan los principios fundamentales del DUA:

» Principio I: El qué del aprendizaje

Proporcionar multiples formas de representacion
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Los/las alumnos/as difieren en la forma en que perciben y comprenden la
informacion que se les presenta. En este sentido no existe un medio de
representacion 6ptimo para la ensefianza-aprendizaje de todos los/las
estudiantes, pues las necesidades en torno a una discapacidad, las dificultades
para aprender, las diferencias de lengua o cultura, etc., implican maneras
distintas para captar y realizar conexiones légicas con el contenido que se
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trabaja; también existen diferencias mas sutiles y menos identificables como
los diferentes medios por los que un/una estudiante capta mas rapido o mas
eficientemente un contenido. Ademas, el aprendizaje y la transferencia del
aprendizaje ocurren cuando multiples representaciones son usadas, ya que
eso permite a los/las estudiantes hacer tanto conexiones interiores, como
entre conceptos.

* Principio II: El cémo del aprendizaje

Proporcionar multiples formas de accién y expresion

Los/las estudiantes poseen diferentes formas en las que pueden interactuar
con un entorno de aprendizaje y diferentes formas de expresar sus
conocimientos dentro de estos entornos. Asi, algunos pueden ser capaces de
expresarse bien con el texto escrito, pero no de forma oral y viceversa. Cada
una de las estrategias de accion y expresiéon que adopte un/una estudiante
posee cierta rigurosidad en su proceso y organizacion, que lo lleva a su grado
éptimo, pero cada estudiante puede diferir en el nivel de logro que posee
frente a cada estrategia. De este modo, podemos decir que no hay un medio
de accién y expresién éptimo para todos los/las estudiantes; por lo que
proveer opciones para la accién y la expresidn es esencial.

* Principio llI: El porqué del aprendizaje

Proporcionar multiples formas de implicacién

El componente emocional es un elemento crucial para el aprendizaje, y
los/las estudiantes difieren notablemente en los modos en que pueden ser
implicados o motivados para aprender. Existen multiples fuentes que influyen
a la hora de explicar la variabilidad individual afectiva, tales como los factores
neuroldgicos y culturales, el interés personal, la subjetividad y el conocimiento
previo, junto con otra variedad de factores presentados en estas pautas. Los
intereses de los/las estudiantes van desde el trabajo colaborativo al individual
o desde la novedad a lo rutinario. En realidad, no hay un Ginico medio que sea
éptimo para todos/as los/las alumnos/as en todos los contextos.

En este contexto, la base del DUA y los tres principios que lo componen,
constituyen la base para la construccién de materiales didacticos con foco en la
diversidad del estudiantado.
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Esquema de Sintesis: ;Como disenar actividades didacticas segn el Diseno
Universal para el Aprendizaje?

Para el Disefio Universal del Aprendizaje, el centro estd en las habilidades
de cada estudiante y en su proyeccién hacia la identificacién de recursos, el
cumplimiento de metas y la motivacién, como se grafica en la siguiente imagen:

[ Identifica recursos ]

Estudiante

seguin (DUA)

Motivado/a 'y
decidido/a

[ Cumple metas ]

Cada una de las siguientes dimensiones que se centran en la planificacién de
ambientes de aprendizajes coherentes con las necesidades y habilidades de los/
las estudiantes promueve el logro de los tres componentes antes mencionados.

Representacion

Accion y Expresion

Motivacion

Ve

* Percepcidn (visual,
auditivo, tactil)
Opciones para el lenguaje
(clarificar palabras y
simbolos, crear mapas
conceptuales)
Comprension
(conocimientos previos,
destacar patrones,
caracteristicas
fundamentales etc.,
vincular conocimientos
mediante analogias o
metéforas, conexiones
curriculares explicitas).

Ve

+ Interaccién fisica (recursos
manuales, movilizar el
cuerpo)

+ Expresion y fluidez en la
comunicacién
(diseiar, discutir,
herramientas para la
construccién y composicion,
modelos de simulacién)

+ Funciones ejecutivas
(definicién de metas y
objetivos, apoyo en la
planificacién y desarrollo de
estrategias, organizadores
graficos, listas de
comprobacidn, preguntas
verificadoras de avances)

\ 4

J .

+ Captar interés (contexto
amistoso, acorde, cercano;
fomentar el uso de la
imaginacion, explicitar
dimensién de la tarea)
Mantener el esfuerzo y la
persistencia (metas a largo
plazo objetivos a corto
plazo, variar dificultad,
fomentar colaboracién)
Auto-regulacion
(expectativas y creencias
que optimicen la
motivacién, autoevaluacién
y reflexion)

J

(

Identifica recursos

—/ \

Cumple metas

) (

Motivado/a y decidido/a )
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GUIONES DIDACTICOS




Introduccion Guiones Didacticos

Objetivo del Guion

El guion construido cumple con el objetivo de abordar contenidos matematicos
pertenecientes al Curriculum Nacional desde una perspectiva inclusiva. En este
sentido, el desarrollo de las actividades didacticas para el trabajo en aula se
confecciona desde la diversidad de maneras y formas en las que un concepto
puede ser abordado.

La Tabla 1 muestra la potencialidad del material, detallando los objetivos
especificos que la conforman y sus respectivas implicancias.

Objetivos especificos Implicancias
Amplio desarrollo del contenido, esto - Sirve como guia de estudio para el/la
quiere decir, dar a conocer los elementos profesor/a.

fundantes que enmarcan el contenido

. . - Proporciona guias de trabajo para el/la
junto con su progresivo desarrollo dentro P g oP /

. estudiante.
del marco curricular.
Mostrar diferentes medios y formas - Proporciona variedad de recursos para la
de tratar el concepto en sus diferentes ensefianza.
dimensiones. o ol Ryl e

- Propicia el interés y participacién de un

e BYOT NUMero de estudiantes,
Elaborar un material flexible para los - Permite que el/la profesor/a seleccione
requerimientos de cada institucién los elementos necesarios para elaborar
educativa a lo largo del pais. una estrategia de ensefianza apta para

su contexto.

- Permite que el/la estudiante elabore una
ruta de trabajo definida por sus propias
habilidades.

Tabla 1. Objetivos especificos e implicancias del material de estudio.
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de Educaciéon Media

ano

Ter

De esta manera, la principal tarea del/la docente es advertir el grado de comprensién
que posea sobre los contenidos que el libro trabaja y desarrollar un estudio y/o
seleccidn de los componentes que les son Utiles para el contexto en que se desarrolla.

Para la seleccién de los contenidos a desarrollar en este guion, se evaluaron los
principales cambios que incorporé el Ajuste curricular afio 2009 y los contrastamos
con las problematicas que investigaciones y el trabajo en terreno desarrollado a nivel
nacional nos reportan en los recientes afios?.

La Tabla 2 muestra el contenido a desarrollar dentro de cada eje y contenido minimo
obligatorio en el que éste cobra relevancia dentro del Curriculum Nacional.

Eje Contenido CMO
Datosy Azar  Medidas de 17. Obtencién de informacién a partir del andlisis de
Posicién los datos presentados en histogramas, poligonos

de frecuencia y de frecuencias acumuladas,
considerando la interpretacién de medidas de
tendencia central y posicién.

19. Analisis de una muestra de datos agrupados en
intervalos, mediante el calculo de medidas de
tendencia central (media, moda y mediana) y
medidas de posicion (percentiles y cuartiles), en
diversos contextos y situaciones.

Geometria Composicién 11. Estudio de la composicién de funciones,
de funciones en analisis de sus propiedades y aplicacion a las
Transformaciones transformaciones isométricas?.
Isométricas

Tabla 2. Contenido a desarrollar en cada material didactico.
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2. Se puede acceder a mas informacién en éste tépico dirigiéndose al apartado de “Andlisis Curricular” pagina 18, de
este mismo documento.

3. ELCMO 11 se desarrolla dentro del contexto del Eje de Algebra para ler afio Medio, pero dentro de éste material
se desarrollard dentro del Eje de Geometria por centrarse en la Aplicaciéon de la Composicién de Funciones a las
Transformaciones Isométricas.
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Estructura del Guion

Cada uno de los 2 contenidos que este texto desarrolla contempla el material para el/la
profesor/a y el material para el/la estudiante. En este sentido, el texto dispone de 2 guiones
para el/la profesor/a, cada uno destinado a uno de los contenidos mencionados en la tabla
anterior y 2 guias para el/la estudiante que se relacionan con el trabajo desarrollado para el/
la profesor/a.

Se procede a detallar cada uno de los materiales junto a sus principales componentes.

Material de el/la profesor/a: Es importante destacar que el guion de el/la profesor/a no
establece un nimero rigido de sesiones y horas en las que debe desarrollar las actividades y/o
situaciones propuestas. Parte de la flexibilidad del recurso es que el docente tome decisiones
coherentes a su contexto. En este sentido, una situacién no implica necesariamente una
sesion de clase.

La Tabla 3 (pagina siguiente), muestra tres elementos importantes que constituyen cada
uno de los materiales destinados para el/la profesor/a.
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Descripcién del guion para el/la profesor/a

Diagrama

Una secuencia ordenada de 1 a 3 situaciones que desarrolla un contenido desde
los elementos més basicos a los mas complejos.

El nimero de situaciones por contenido varia en funcién de la potencialidad de la
situacion, el objetivo es que con ellas se aborde el concepto en su plenitud para
el afio escolar en que se desarrolla.

Cada situacién se desarrolla en 3 partes, “Comprension”, “Andlisis” y
“Profundizacién”, en donde se abordan los conocimientos previos, el desarrollo
de actividades y la formalizacién de concepto y analisis de situaciones mas
complejas y abstractas, respectivamente.

Por dltimo, el guion de el/la profesor/a se enriquece con:
a) Habilidades Mateméticas*, ubicados al lado izquierdo en recuadro amarillo.

b) Comprensién Profunda de la Matematica Fundamental (CPMF)?, ubicados al
lado derecho en recuadro violeta.

Tabla 3. Descripcién del guion de el/la profesor/a.

4. Se puede acceder a més informacion en éste tdpico dirigiéndose al apartado de “Andlisis Curricular”

pagina 18, de este mismo material.

5. Se puede acceder amas informacién en éste tdpico dirigiéndose al apartado de "Andlisis Disciplinar”

pagina 8, de este mismo material.

Situacion 1

Comprensién
Analisis

Profundizacién
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Material del/la estudiante: el material del/la estudiante se divide en una o dos guias que se
relacionan con el guion desarrollado para el/la docente. Cada guia da cuenta de una de las
situaciones desarrolladas en el material del/la docente, correspondiendo siempre a las primeras
situaciones expuestas®. El/la profesor/a puede y debe decidir qué porcentaje de la guia del
estudiante es recomendable desarrollar para una sesién en el contexto educativo en donde se
desenvuelve.

La Tabla 4 muestra tres elementos importantes que constituyen las guias destinadas a los/las
estudiantes.

Descripcién guia del/la estudiante Diagrama

Un material de una o dos guias asociadas a situaciones matematicas
desarrolladas en el guion de el/la profesor/a.

Cada guia se articula de tal modo que fomenta el desarrollo auténomo
de cada estudiante o de cada grupo de estudiantes, esto significa que el
material entrega todas las indicaciones necesarias para avanzar en cada
uno de los puntos solicitados. En este sentido, la tarea del/la docente
se centra en evaluar los procesos y responder a las dudas que los/las
estudiantes posean.

Cada guia se desarrolla bajo 4 etapas, “Conocimientos Previos”, “Secciones |J—
de desarrollo constructivo”, “Sintesis” y "Autoevaluacién”, en donde se
explicita lo que el/la estudiante debe saber antes de enfrentarse a la
actividad, diferentes representaciones en los procesos de ensefianza del
contenido, la formalizacién matemdtica del contenido desarrollado en

la actividad y una evaluacién de los procesos desarrollados que debe -
responder el/la estudiante con el fin de evaluar su proceso en cuanto al \/‘
contenido y las formas de trabajarlo, respectivamente.

El material del/la estudiante tiene la flexibilidad de escoger el camino 'J:
que va a tomar para alcanzar el objetivo de la actividad. En este sentido,

se presentan preguntas marcadas con un lapiz al inicio de ésta, que
representa las preguntas que el/la estudiante no puede omitir, y que
servirdn de guia para que el/la profesor/a evalle los avances del/la

estudiante. n
Se aconseja permitir un avance diferenciado a los/las estudiantes que

demuestren que no necesitan seguir paso a paso las instrucciones de la \_/-
guia.

Tabla 4. Descripcién de las guias del estudiante.

6. La dltima situacién del material para el/la profesor/a en el ambito de Datos y Azar tiene
un grado de complejidad que supera en dificultad y/o contenido, a los requerimientos
curriculares, por lo que se destina para que el docente tome decisiones en relacion a sus
estudiantes mds avanzados o para desarrollarlos en otros niveles de ensefianza.
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Foco curricular y didactico

En este apartado encontrara informacion relevante sobre el material que sirve de sustento para
organizar sus sesiones de clases y el foco didactico que éstas potencian. En él se entendera por
guion al producto desarrollado para el/la docente con su respectivo producto disefiado para el/
la estudiante.

Medidas de Posicion

¢Cuando 17. Obtencién de informacién a partir del andlisis de los datos presentados en
implementarlo? histogramas, poligonos de frecuencia y de frecuencias acumuladas, considerando
la interpretacién de medidas de tendencia central y posicién.

19. Andlisis de una muestra de datos agrupados en intervalos, mediante el clculo de
medidas de tendencia central (media, moda y mediana) y medidas de posicién
(percentiles y cuartiles), en diversos contextos y situaciones.

¢Cudles el foco?  El foco del material es la comprensién de los conceptos asociados a las medidas de
posicién junto a la aplicacién en contextos reales de los mismos.

Asi, la idea es potenciar el uso de las medidas de posicién para comparar los elementos
de uno o varios conjuntos de datos.

El/la estudiante desarrollara habilidades para calcular y para interpretar informacién
en donde se requiere de las medidas de posicién. El punto clave, que interpreten, que
sean capaces de calcular, qué ven y qué dice.

¢Cudl es su El material se desarrolla desde la contextualizacién del concepto en torno a diversa

potencial informacién en contexto real y nacional, para avanzar en la necesidad de calcular

didactico? medidas de posicién con el fin de organizar conjuntos de datos e interpretar sus
resultados.

Se potencia el célculo y la grafica como proceso manual y también digital. El material
se compone de una rica variedad de recursos digitales de alta calidad que facilitan

los diferentes procesos de célculo y grafica, apoyando la organizacién del tiempo en a

torno a la interpretacion de la informacién. o
............................................................................................................................................................................................................................. =
¢Cudles son las Las primeras dos situaciones se centran en la parte conceptual de las medidas de o
situaciones que se posicién de datos no agrupados. Para cada una de ellas se presentan actividades en S
. . 0

desarrollan? las respectivas guias 9
. o

Asi la: =

2

(-]

[y

Situacion 1. Interpreta la informacién desde el contexto.

Situacion 2. Desarrolla el concepto y célculo de las medidas de posicién.

La dltima situacién se la juega por entregar un método no memoristico de obtener las
medidas de posicién de datos agrupados. Esta situacion es desarrollada sélo para el
docente por lo que no contempla guia para el/la estudiante.

Asi la:

Situacion 3. Introduce el célculo de percentiles en datos agrupados.
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Composicién de Funciones en Transformaciones Isométricas

¢Cuando Este material se encuentra entre dos ejes del nivel de 1° Medio, esto es Algebra y
implementar? Geometria. Si bien es posible ubicar el objetivo de éste guion de forma explicita
en el CMO 11 del eje de Algebra: “Estudio de la composicién de funciones, analisis
de sus propiedades y aplicacién a las transformaciones isométricas”, en realidad,
sus implicancias no deben estar apartadas de las propias del eje de geometria,
esto debido a que es una extensién evidente del CMO 15 del eje de Geometria:
“Formulacién de conjeturas respecto de los efectos de la aplicacién de traslaciones,
reflexiones y rotaciones sobre figuras geométricas en el plano cartesiano y
verificacién, en casos particulares, de dichas conjeturas mediante el uso de un
procesador geométrico o manualmente”.

¢Cudl esel foco?  Este guion se presenta como una oportunidad para enlazar los tépicos matematicos
de los ejes antes mencionados, y no trabajar de forma parcelada la matematica
escolar. El foco se relaciona con la aplicacién de la composicién de funciones al
campo de la geometria, especificamente las transformaciones isométricas. El/
la profesor/a debe considerar que los/las estudiantes ya deben haber trabajado
el concepto de funciones, pero en cuanto a las transformaciones isométricas
esta restriccion no debe ser tan estricta. Primero, porque las transformaciones
isométricas ya han sido estudiadas en niveles anteriores, solo que no en el plano
cartesiano. Segundo, porque de forma natural se puede esperar que al hacer una
transformacién sobre un cuerpo se aplique de inmediato otra de forma consecutiva.
Eventualmente el/la profesor/a podria ensefiar una traslacién luego la composicidn
de ellas, y luego avanzar hacia las rotaciones.

Entonces, es posible ubicar este guion luego del estudio de las funciones y luego o en
conjunto con el estudio de las transformaciones isométricas en el plano cartesiano.

¢Cudl es su Se propone en el guion la representacién gréfica, en el plano y con diagramas
potencial (apuntando a la regla de correspondencia) y usando un lenguaje simbdlico adecuado
didactico? al nivel, esto debido a que no se debe olvidar que en estos niveles los/las estudiantes

deben comenzar a prepararse para realizar demostraciones de diversas propiedades
matemadticas, lo que sin duda no podrian hacer sin estar familiarizados con los
argumentos matemadticos expresados formalmente y de forma simbdlica.

¢Cudlesla La situacion a desarrollar se denomina:
situacién que se
desarrolla? Composicién de transformaciones isométricas

En donde se ilustra que las transformaciones isométricas son funciones, de ahi el
uso de la palabra transformacién, y la aplicacién sucesiva de las transformaciones
isométricas a un objeto en el plano no es otra cosa que la composicién de funciones.
Es por ello que se crea esta propuesta de cémo abordar la composicién de
transformaciones isométricas desde una mirada geométrica y algebraica, siempre
imbricadas.
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DATOS Y AZAR

Guion para el/la profesor/a: Medidas de posicion

El estudio de la Estadistica es algo que los alumnos y alumnas han realizado
desde la ensefianza basica, a través de ciertos elementos fundamentales. Por
ejemplo, han aprendido a interpretar informacién representada en tablas y
graficos, asi como también han resumido y comparado conjuntos de datos,
por ejemplo, usando estadisticos tales como media, moda y mediana. Esto
de alguna manera esta respondiendo curricularmente a la tendencia mundial,
donde los argumentos responden a la alfabetizaciéon de los/las estudiantes y si
hay una matematica que todos deben aprender esa es sin duda la Estadistica, ya
que permite conectarnos con el mundo de la informacidn. En esta etapa los/las
estudiantes deben incorporar nuevas herramientas y conceptos para manejar
e interpretar diferentes conjuntos de datos. Uno de estos conceptos tiene que
ver con las medidas de posicién o localizacidn, las cuales permiten obtener mas
informacién acerca de un conjunto de datos y, a la vez, compararlo con otros. Es
habitual en los medios de comunicacién escuchar términos tales como quintiles,
cuartiles o percentiles en general. El propdsito de este guion es introducir estos
contenidos y entregar algunos elementos metodoldgicos para su aprendizaje.

Las situaciones de aprendizaje que se desarrollaran a lo largo del guion de el/la
profesor/a son:

«  Situacion 1: ;En qué quintil me dijo? Interpretando informacién estadistica
desde los medios.
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+ Situacion 2: ;Cosas del futbol? ;Qué nos dicen los Diagramas de Caja?

+ Situacion 3: ;Y si los datos estan agrupados? ;Qué sucede con las medidas
de posicién?
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A continuacion, se describe en detalle la primera situacion:

Parte 1: Comprension de la situacion

Habilidades
comunicativas

Habilidades
de andlisis,
interpretacion y
sintesis

Los/las estudiantes ya han realizado un recorrido por la Estadistica
desde los afios previos y, ademas de los conocimientos, han ganado
en el desarrollo de habilidades tales como, andlisis e interpretacion
de la informacién o bien produccién de informacién a través de la
organizacidon de los datos mediante tablas y graficos. Ademas ya han
usado ciertos estadisticos o estadigrafos para resumir informacion._

El propésito de esta situacion de aprendizaje es introducir el concepto
de medidas de posicién. Para ello se propone que los/las estudiantes
se familiaricen con un lenguaje habitualmente utilizado en los medios
de comunicacién e informacién estadistica de encuestas nacionales.
Por ejemplo, cuando se categoriza a la poblacién por rangos
socioeconémicos, generalmente, aparecen los términos quintiles o
deciles, y en forma mas amplia percentiles. Asi, los/las estudiantes
que postulan a becas en la universidad deben estar en un quintil
especifico para tener verdaderas opciones. La distribucién del ingreso
de los chilenos, habitualmente se entrega agrupado por deciles. ;Qué
significan estos conceptos? ;Por qué se utilizan? ;Cémo se determinan?

La presente actividad es importante, ya que permite que los/las
estudiantes sigan alfabetizdndose estadisticamente y no solo sepan
usar e interpretar las medidas de tendencia central, sino que puedan
ampliar el conocimiento a otras medidas o estadisticos que permitan
describir y comparar diferentes conjuntos de datos.

Como ya se ha mencionado los/las estudiantes hasta aqui lo que
conocen son las medidas de tendencia central: moda, media y mediana.
El uso de estas medidas les ha permitido resumir un conjunto de datos,
describiendo el centro de la distribucién. No obstante, a través de
la mediana han podido interpretar caracteristicas de un conjunto
de datos ordenado, a partir del dato o datos que se encuentran en
la mitad. Por ejemplo, han formulado expresiones tales como que el
50% de los individuos no supera 1,75 metros de estatura. Por otra
parte, los/las estudiantes ya estadn habituados al uso de porcentajes y
su interpretacion en diferentes contextos. Con la mediana por primera
vez aparece el concepto de ordenar los datos e identificar el o los datos
que se ubican en el centro. El hecho de buscar la “posicién central”
permite introducir el concepto de medida de posicidn, la cual no solo
deberia involucrar el 50% de los datos, sino también cabria preguntarse
por porcentajes tales como 10%, 20%, 25%, 75% u otros mas.
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Coherencia

longitudinal:

Es importante
establecer una
relacion entre

las medidas

de tendencia
central que los/
las estudiantes

ya conocen y los
nuevos conceptos.
La mediana es la
medida clave que
puede establecer el
vinculo.

4 N
Ideas Basicas: Es
importante recordar
que para hablar de
medidas de posicion
el conjunto de datos
debe estar ordenado.
Por otra parte, no
se debe confundir
entre la medida
de posicién y la
posicién misma.
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Una de las principales dificultades que presenta el estudio de las
medidas de posicidn es justamente comprender que primero los datos
deben ser ordenados en forma creciente. Si este paso se olvida, todo lo
que viene luego estara incorrecto. La otra dificultad tipica tiene que ver
con la confusién entre la posicién y el dato. La medida de posicién no
es la posicion, sino que es el dato que se encuentra en dicha posicién.
La forma de remediar esto tiene que ver con la explicacién clara del
concepto y la ejercitacién con ejemplos sencillos que luego deben ir
complejizandose.

La motivacion central para abordar la situacién propuesta es el hecho
de comprender el significado de palabras claves tales como “quintil” o - N
“decil”, etc. ;Qué dicen las informaciones o noticias? A continuacién se Conexiones: las

d l . los de inf . trad l b expresiones quintil,
an algunos ejemplos de Informaciones encontradas en (a web: decil o percentil

son conceptos
estadisticos usados
en diversas areas.

Sl ks Distribucion del ingreso en Chile (2008) mantiene gran Comprenderlos
de anélisis, desigualdad en tltimos 10 afios, segiin INE’ permite a los/
interpretacion y L. } . las e;tudlantes
sintesis Quintil mds alto concentra un 51,03% del ingreso total del continuar su

proceso de
alfabetizacion
matematica o
estadistica.

pais, mientras que el mds pobre llega a sélo 5,38%.

Las becas® de arancel del Mineduc estdn destinadas principalmente a
estudiantes de los quintiles 1 al 3, es decir, a alumnos pertenecientes
al 60% de la poblacion de menores ingresos del pais; aunque también
existen becas que se otorgan a alumnos hasta el quintil 4, y otras que no
exigen una determinada condicion socioecondomica.

Los créditos se entregan a un grupo mas amplio, llegando a estudiantes
del quintil 4 y algunos tramos del quintil 5.

¢Qué es la distribucion del ingreso por decil (quintil) de ingreso
auténomo per capita del hogar?’

— Para medir la distribucion del ingreso entre los hogares, éstos son
clasificados en deciles (quintiles), de acuerdo al ingreso auténomo
per capita percibido por el hogar; estimandose luego la participacion
porcentual de los ingresos de los hogares de cada decil (quintil) en el
total de ingresos del total de hogares del pais.
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La pregunta final serd ;cémo organizar una muestra de individuos,
o conjunto de datos en quintiles o deciles? ;Por qué hacerlo? ;Qué
informacién entrega?

7. http://aquevedo.wordpress.com/2008/11/21/distribucion-del-ingreso-en-chile-
mantiene-brecha-en-ultimos-10-anos-segun-estudio-del-ine-2/

8. http://aquevedo.wordpress.com/2008/11/21/distribucion-del-ingreso-en-chile-
mantiene-brecha-en-ultimos-10-anos-segun-estudio-del-ine-2/

9. http://portal.becasycreditos.cl/index2.php?id_contenido=25657&id_portal=748&id_
seccion=4752
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Parte 2: Analisis de la situacion

Habilidades de
resolucién de
problemas

Para representar la informacién expresada en quintiles o deciles, es
natural hacerlo en las siguientes formas:

. Numéricamente usando la relacién con los porcentajes. Lo primero

es comprender acerca de los porcentajes que involucran los términos
quintil y decil. Los/las estudiantes deben indagar que los porcentajes
asociados son 20% y 10%, respectivamente. Por ejemplo, se puede
suponer que se tiene una muestra o conjunto de datos de 60 personas,
¢a cudnto equivale el 20% de ellos? ;A cuanto equivale el 10%? Aqui
lo primero es activar el conocimiento sobre porcentaje y que los/
las estudiantes puedan determinar cémodamente a qué cantidad
corresponde cada porcentaje a partir de un cierto nimero definido.
Vale aqui reforzar el concepto si es necesario para que no se transforme
en un obstdculo, ya que aqui deben aplicarlo.

. En tablas o diagramas que resuman la informacién. Aqui los/las

estudiantes pueden establecer tablas o diagramas, por ejemplo,
que relacionen los quintiles/deciles con el porcentaje o cantidad de
individuos involucrados:

% de individuos

Quintil bajo el quintil
(Gl . 20%
Oz . A0%
(Cuimls . 0%

Quintil 4 80%

A partir de esto se pueden hacer preguntas tales como: ;Qué quiere
decir la siguiente informacion? “Las becas de arancel del Mineduc
estan destinadas principalmente a estudiantes de los quintiles 1 al
3...". ¢Cuadl es el porcentaje de estudiantes involucrado en estos tres
primeros quintiles?

Es importante destacar que no se suele hablar del Quintil 5 ni de Decil
10 (los deciles se abordaran mas adelante) dado que en ambos casos,
bajo ese dato se encuentra el 100% de la poblacion.
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Muiltiples
perspectivas:

El concepto de
medidas de posicién
puede ser abordado
desde lo numérico
y el concepto de
porcentajes, asi
como también

a través de
representaciones
como tablas y
gréficos.

s M
Ideas Basicas:

Cuando un conjunto
de datos se separa
usando quintiles,
entre dos quintiles
consecutivos se
encuentra el 20% de
los datos.
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Habilidades
comunicativas

3. Usando un gréfico de frecuencias acumuladas. Aqui cobra sentido el
uso de estos gréficos donde el porcentaje es acumulado. Por ejemplo,
el siguiente grafico muestra las edades de un grupo de jévenes, donde
se pueden apreciar facilmente los quintiles acorde a los porcentajes
(20%, 40%, 60%, ...)

Grafico de frecuencias acumuladas

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Frecuencia acumulada %

Edades

4. En graficos que muestren claramente una distribucién por decil.

Habilidades . . . N . i i
de andlisis, Por ejemplo, en la distribucién de ingresos segun deciles'”, la idea es
interpretacion y establecer comparaciones entre los diferentes quintiles o deciles.
sintesis
Ingreso auténomo per cépita del hogar
3.500.000
3000000
2.500.000
2000000 —
1500000
1000000 — —
T _I!__ i
I I jung w v VI VII VIIT X
|l2|]|3'9 6B.536 | 210289 | 291235 | 363,334 | 434386 | 552632 | 666.103 | 872234 [1.223.683|3.150.076
|l 2011] BS5. 741 | ZZB621 | 315200 | 371054 | 470642 | 544193 | 667302 | BTER16 |1 219273 |3.04B.821

10. Evolucién del ingreso auténomo promedio de los hogares, por decil de ingreso
auténomo per capita del hogar (pesos de Noviembre 2011). Fuente: Ministerio del
Desarrollo Social. CASEN 2009 — 2011.

-
Ideas Basicas:

Es importante

explicitar cuando

se hable de quintil

o decil como dato o

como intervalo. Una

opcidn es escribirlo

con mayuscula para

el dato y minuscula

para el intervalo.

De todos modos se

debe tener presente

que los medio de

informacién masiva

no hacen este

distingo y es el/

la lector/a quien

debe interpretar la

informacién.

S

( .
Ideas Basicas:

Cuando un conjunto
de datos se separa
usando deciles,
entre dos deciles
consecutivos se
encuentra el 10% de
los datos.

-

~
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Acorde a las representaciones de las medidas de posicién, segtn lo
anterior, los/las estudiantes deberian trabajar las expresiones de
quintil, decil o percentil de diversas maneras. Por ejemplo:

1. Que relacionen porcentajes con las palabras quintil, decil o percentil.

-
Ideas Basicas:
A partir de los
conceptos de quintil
y decil, resulta
natural generalizar al
caso de percentiles.

informacion.

Para esto se necesitan 4 "marcas” (que llamamos
quintiles): La 1* deja el 20% de los datos bajo ella y
el 80% sobre ella; la 27 deja bajo ella el 40% de los
datos y el 60% sobre ella... etc.

Decil Dividir a la poblacion (total de datos), en 10 partes,
tal que en cada tramo quede el 10% de toda la
informacién.

Percentil Dividir a la poblacidn (total de datos), en 100 partes,~
tal que en cada tramo quede el 1% de toda la
informacién.

2. Que construyan una tabla, por ejemplo, con los quintiles de ingreso
y que expliquen el significado.

Habilidades de
SRR Quintil Ingreso per capita Significado en palabras
Quintil 1 Ingresos desde SO hasta | El 20% de la poblacién recibe
$70.543 per cépita. ingresos per capita igual o
________________________________________________________________________________________ inferior 8 $70.543. ...
Quintil 2 Desde $70.544 hasta El 40% de la poblacién
$118.145. tiene ingresos per cépita de
________________________________________________________________________________________ 2118145 0 MeNOS. e
SILIEIE | R N
Quintil 4

Nota: si bien el tema de los quintiles de ingreso es una realidad y es muy patente cuando
los/las estudiantes postulan a los créditos y becas para la universidad, no es la idea que los/
las estudiantes se comparen y se ubiquen en alguno de los quintiles.
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Expresion Porcentaje relacionado

Quintil Dividir a la poblacién (total de datos), en 5 partes, - N
tal que en cada tramo quede el 20% de toda la Maltiples

perspectivas: Es
importante que
los/las estudiantes
aborden los
conceptos
construyendo
tablas o gréficos,
escribiendo el
significado de

los conceptos,

o bien haciendo
representaciones
metafdricas que
permitan una mayor
comprension.
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Habilidades de
resolucién de
problemas

3. Que hagan representaciones graficas o pictdricas donde se muestren

los quintiles de ingreso, y esto refleje metaféricamente el significado

de la informacién. Por ejemplo:

I

http://www.secundarios.com/blogs/educacion/como-funcionan-los-quintiles-en-el-
proceso-de-admision-2014-121779/

4. Que construyan un grafico con los deciles de ingreso, por ejemplo,

asociado a una informacion especifica. Que reproduzcan esta
informacién tanto en tabla como grafico. Que sean capaces de llevar
de una representacion a otra.

5. Pueden ejemplificar con diferentes conjuntos de datos y organizarlos

en quintiles segliin alguna caracteristica. Por ejemplo, que registren
las estaturas de todos los alumnos del curso. Las ordenen de menor a
mayor y las organicen seguln quintiles:

Quintil
Quintil 1

Quintil 2

Quintil 3

Quintil 4

Rango de estaturas

Multiples

perspectivas: Los/

las estudiantes
pueden utilizar
informacién
levantada en

su propio curso
(edad, estatura,
etc.) y hacer
una distribucién
en quintiles o
deciles. La idea
es que haciendo
la experiencia
los conceptos se
internalicen.
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6. A partir de diferentes informaciones tomadas de diarios y revistas,
que interpreten el significado:

Se debe tener presente, que la informacién de diarios y revistas deben
ser interpretadas matematicamente y que siempre es bueno que el/la
docente acomparie la tarea, puesto que los fines que la provocan no
siempre aportan a una facil comprensién al razonamiento matematico
que buscamos.

En este contexto es importante reconocer si se habla de Quintil como
dato o como intervalo, lo cual provoca mas de una confusién en los/
las estudiantes.

Habilidades Informacién Lo que quiere decir:
de andlisis, o . o
interpretacion y Quintil mas alto concentra un 51,03%
sintesis del ingreso total del pais, mientras que el

mas pobre llega a sélo 5,38%.

- s N
Dentro de los requisitos propuestos Conexiones:
se encuentra el que hace referencia a através de las )
“pertenecer a los dos primeros quintiles expresiones quintil,

. . decil o percentil
de ingreso”. es posible revelar

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" la realidad social
"
En el caso de los padres que estaban en que caracteriza a

el quintil més bajo, o sea, en la pobreza, nuestro pais.

el 31 por ciento de sus hijos se ubica en L y
el mismo quintil. Pero un 21 por ciento
sube un quintil, otro 21 por ciento sube
dos, un 19 por ciento sube tres y un 7 por
ciento, cuatro”.

Una vez que los/las estudiantes han interpretado quintiles, deciles y
percentiles, en diferentes situaciones y con distintas representaciones,
es necesario pasar a la etapa de profundizacién en la que se formalicen
estos conceptos y se presenten expresiones matematicas para
calcularlos.

Posteriormente, la idea es que los/las estudiantes busquen nuevas
informaciones y las interpreten a la luz del conocimiento formalizado.
Pueden ademas hacer el ejercicio de determinar, por ejemplo, quintiles
o deciles para un determinado conjunto de datos obtenidos desde el
mismo curso de estudiantes.

42 » Matematica / 1°" afo de Educacion Media



Parte 3: Profundizacion

Habilidades
comunicativas

Lo primero es formalizar el concepto de quintil, decil o percentil.

Quintiles. Cuando hablamos de quintil nos estamos refiriendo a cada
uno de los 4 valores que separan al total de los datos en 5 grupos de
igual tamafio. En consecuencia cada grupo representa al 20% de la
poblacién. Generalmente en estudios estadisticos se habla del quintil
inferior o superior para sefialar algtin aspecto de la poblacién estudiada.
Por ejemplo, se tiene en cuenta los quintiles de ingreso superior o
inferior para definir politicas sociales para la asignacién a becas.

Deciles. Cuando hablamos de decil nos estamos refiriendo a cada uno
de los 9 valores que separan al total de los datos en 10 grupos de
igual tamafio. En consecuencia cada grupo representa al 10% de la
poblacién.

Al igual que las otras medidas, tienen aplicacién en varios contextos en
donde se requiere destacar esa porcién de los datos.

A partir de un conjunto de datos ;Cémo se establece un quintil?

Una vez ordenados los n datos de menor a mayor, para determinar
la posicién p que determina el Quintil, y el Quintil,, por ejemplo, se
recurre a la siguiente regla':

* Posicion de Quintil_1: p=(n+1)-0,20
* Posicion de Quintil_2: p=(n+1)-0,40

Si p es nimero entero, el quintil corresponde al dato en el lugar p. Si p
no es un entero, el quintil sera el valor promedio de los datos ubicados
en [p] y [p]+1. Donde [] indica la parte entera.

En el caso de los deciles, la posicién del primer decil seria determinada
por p=(n+1)-0,10. En general, se puede hablar de percentiles
cuando se quiere hacer énfasis en cualquier porcentaje. Por ejemplo,
el percentil 50 equivale a la mediana, el percentil 20 corresponde al
primer quintil o al segundo decil.

11. Adaptado de Saavedra, E. (2005). Contenidos Basico de Estadistica y Probabilidad.

Editorial Universidad de Santiago. Coleccién Ciencias. Santiago, Chile.

Ideas Basicas: Las
férmulas para
obtener quintiles
o deciles, en
general, medidas
de posicién, son
sensibles a si el
nimero de datos
es par o impar.

~
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Aqui la idea es profundizar con otras informaciones en las que los/
las estudiantes puedan interpretar correcta y completamente dicha
informacién. Por ejemplo:

.
o . J . , . Conexiones: a

T $800 mil es el ingreso familiar promedio, segtin cifras través de las

de anélisis, de la Casen12 expresiones quintil,

decil o percentil es

interpretacion y .
posible revelar la

sintesis

La remuneracion de los hogares de mas altos ingresos, que ganan mas realidad social que
de 3 millones, eleva el monto. En los proximos dias se haran publicos los caracteriza a nuestro
datos de la desigualdad por regiones y qué tan felices somos los chilenos. pais.

. J

Ingreso monetario® promedio de los hogares, por decil de

ingreso auténomo per capita del hogar 2011
(pesos de noviembre de 2011)

3.052.108
1.223.906
886.986
Promedio Nacional: 800.274 676.636 l
557.373
388.927 484.841
250.527 338480
w'n i 0
m N
L T T T T T T T T
| Il 11l v \ Vi Vil Vil IX X

Fuente: Ministerio de Desarrollo Social, CASEN 2011

Nota: Se debe tener en cuenta que este grafico muestra los deciles como grupos y no como
datos que marcan fronteras. En este sentido, cada barra representa al 10% de la poblacién,
es decir, aproximadamente 1.700.000 personas.

12. http://www.lanacion.cl/-800-mil-es-el-ingreso-familiar-promedio-segun-cifras-de-la-
casen/noticias/2012-07-24/192837.html
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Desigualdad en Chile: el problema es el 1% mds rico™

Valores minimo, maximo, medio y medianos del ingreso auténomo mensual de los hogares, por decil de
ingreso autonomo per capita del hogar

Decil Promedio Mediana Percentiles Promedio iana
(10 % mas pobre) — 1 $ 63.891 $43.424 § ﬁ P91 $1.521.418 §1.491.305
I $197.402 $ 186.745 E} P92 $1.793.662 §$1.684.765
I $273.316 $ 258.398 E (== P93 $1.700.295 §1.757.942
v $341.124 $ 333.342 o P94 $1.799.060 $1.876.408
A $ 407.711 $ 403.325 E E P95 $2.125.636 $2.059.203
VI $ 517.888 $ 510.850 Ay : P96 $2.353.057 $2434.166
VII  $625.247 $ 594.099 ) Py 7 $2.762.197 §2.720.716
VIIT $816.434 $797.196 Ej P98 $3.093.899 §3.190.736
IX $1.146.236 $1.100.346 Q PYs $4.547.566 $3.734.295

(10 % mas rico) — X $2.951.815 §$2.178.597 (1% muis rico) > PI100 $7.843.061 §6.823.309

Fuente: Fundacion SOL, micro-datos de Casen 2009

ESTIMACION DE LOS INGRESOS POR GSE
A PARTIR DE DATOS DE ENCUESTA CASEN 2011

Percentiles de corte entre los GSE
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Hogares de menor ingreso < - - - - - > Hogares de mayor ingreso

13. http://www.elmostrador.cl/opinion/2012/04/02/desigualdad-en-chile-el-problema-es-el-1-mas-rico/
14. http://www.adimark.cl/es/documentos/GSE_CASEN_2011.pdf

Guiones Didacticos y Guias para el/la estudiante » 45



Situacion 2: ;Cosas del fatbol? ;Qué nos dicen los diagramas de caja?

Parte 1: Comprension de la situacion

Habilidades
comunicativas

El propdsito de esta segunda situacion de aprendizaje es continuar
el estudio de las medidas de posicién, ahora profundizando en otro
concepto también muy usado: el cuartil. Es habitual encontrar
informacién organizada en cuartiles, donde aparecen términos tales
como: primer cuartil, segundo cuartil o tercer cuartil. Cabe destacar que
como medidas de posicién es posible establecer ciertas equivalencias.
Por ejemplo, el cuartil 2 (Q,) corresponde a la mediana (Me) de un
cierto conjunto de datos, o bien al percentil 50 (P.) si se prefiere.
Las preguntas para esta situacion corresponden a: ;Qué significan los
cuartiles? ;Por qué se utilizan? ;Cémo se determinan?

La presente actividad es importante, ya que permite que los/las
estudiantes adquieran nuevas herramientas para comparar dos o mas
conjuntos de datos. Cabe destacar que los cuartiles ademds permiten
comparar la variabilidad o dispersién de los datos. Esto queda muy bien
representado a través de los denominados gréficos de “caja y bigotes” o
simplemente de “caja” (Box Plot, en inglés) como se vera mas adelante.
Para efectos de este guion, se utilizarad el término “grafico de caja”,
comprendiendo que existen otras denominaciones. En el contexto
de las notas, muy cercano a los/las estudiantes por cierto, se puede
analizar la siguiente situacidn: ;dos cursos que tienen de promedio un
5,4 en matemadtica tienen el mismo comportamiento o variabilidad?
La respuesta probablemente sea no, sin embargo, ;cémo graficar la
situacion de modo que quede mas claro este comportamiento? De
hecho, esto serviria a los/las profesores/as para graficar la situacién de
sus cursos y, por cierto, la eventual toma de decisiones. Es claro que
trabajar con un curso que tiene mucha variabilidad en los resultados,
no es lo mismo que hacer clases a un curso que es mas homogéneo o
sus resultados son més cercanos al promedio.
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Coherencia
longitudinal: Por
ejemplo, el cuartil 2
(Q,) corresponde a
la mediana (Me) de
un cierto conjunto
de datos, o bien al
percentil 50 (Pg) si
se prefiere.




Como ya se ha mencionado, los cuartiles como medida de posicién
cobran relevancia cuando es posible comparar conjuntos de datos.
Para ello es muy util considerar 5 medidas: Minimo (Min), Primer
Cuartil (Q,), Segundo Cuartil (Q,), Tercer Cuartil (Q,) y Maximo (Méx.).
Estos valores se pueden organizar en una tabla, por ejemplo, para un
conjunto de datos:

Medida Conjunto

En un gréfico de caja, lo anterior quedaria visualmente graficado como:

» A partir de esta gréfica, es natural darse cuenta que para distintos
'j:t::gﬁgiis conjuntos de datos el gréafico serd diferente. Lo primero a visualizar es
interpretacié’ny qué tan distantes estdn el minimo y el méximo. Esto dard una rapida
sintesis nocién del “rango” de valores. La separacion entre el primer y tercer
cuartil también entrega una nocién de la variabilidad o dispersién de
los datos (rango intercuartil). Entonces, para diferentes conjuntos o
muestras de datos, los gréficos de caja serdn mas “alargados” o mas

“achatados”.
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Una motivacién central para abordar la situacién, tiene que ver con
contextos cercanos a los/las estudiantes. Por ejemplo, el tema de las
notas en alguna asignatura o bien las estaturas de los jugadores de
futbol que jugaron el dltimo mundial. En la dltima Copa del Mundo®™
que se jugé en Brasil, se mostraron los equipos en toda su magnitud. Lo
primero que se puede apreciar es que las selecciones de los diferentes
continentes en promedio no miden lo mismo. Y esto puede ser una
entrada interesante ya que permite comparar. ;Qué diferencias hay
entre los equipos europeos, los americanos, africanos o asiaticos?
¢Coémo se puede mostrar esto graficamente? ;Es la seleccién chilena
la mas baja?

(ALEMANIA)'8 (R DE COREA)79

La pregunta serd entonces ;de qué manera comparar los diferentes
equipos mundialistas? ;Sobre qué estatura esta el 50% de los jugadores
de un equipo? ;Bajo qué estatura estd el 75%? ;Cudl es la diferencia
entre los distintos equipos? ;Cudles son los mas altos? ;Cudles son los
mas bajos?

15. http://es.fifa.com/worldcup/

16. http://es.fifa.com/worldcup/teams/team=43926/index.html
17. http://es.fifa.com/worldcup/teams/team=43925/profile.html
18. http://es.fifa.com/worldcup/teams/team=43948/profile.ntml
19. http://es.fifa.com/worldcup/teams/team=43822/profile.html
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Parte 2: Analisis de la situacion

s N
Para representar la informaciéon expresada en cuartiles, es natural I’;"e‘i‘;zlcetsivag fl
hacerlo en las siguientes formas: concepto cuartil
puede ser abordado
1. Numéricamente usando la relacién con los porcentajes. Lo primero fofdpeolri:nutg}z;'co
Habilidades de es comprender acerca de los porcentajes que involucran los términos asi como también
resolucién de primer cuartil, segundo cuartil o tercer cuartil. Los/las estudiantes atravésde
problemas . . . . representaciones
deben indagar que dichos porcentajes asociados son 25%, 50% y 75%, como tablas y
respectivamente. Por ejemplo, en un grupo de 80 estudiantes que han graficos.
rendido un examen y sus puntajes estdn ordenados en cuartiles, las - -
preguntas naturales pueden ser ;bajo qué nota o puntaje se encuentra
el 50% de los/las estudiantes? ;qué rango de notas o puntajes se
encuentran entre el primer y tercer cuartil? Vale aqui reforzar el [ |4eas asicas: h
concepto de porcentaje si es necesario para que no se transforme en Cuando un conjunto
< . : de datos se separa
un obstéculo, ya que aqui deben aplicarlo. usando cuartiles,
los porcentajes
2. En tablas o diagramas que resuman la informacién. Aqui los/las gg%;iad;;;on 25%,
lidad estudiantes pueden establecer tablas o diagramas, por ejemplo, que | Py )
Habilidades . . . . T
de andlisis, relacionen los cuartiles con el porcentaje o cantidad de individuos
interpretacion y involucrados:
sintesis - : N
Ideas Basicas: A
Cuartil % de individuos bajo el cuartil través de 5 medidas:
. Min., Q;, Q, Qg
Q] ...................... 2 54) _____________________________________________________________ y Méx. es posible
o llevar a informacién
QZ ..................... SOA) ............................................................. a los diagramas de
Q3 75% caja.
N J
En el ambito del futbol, se puede averiguar qué estatura representa o
cada cuartil en un equipo determinado. g
2
Por ejemplo, si se toman las estaturas de la seleccién chilena el cuadro =)
podria ser como sigue: E.
=
Medida | Valor | Significado o
MIN 168 | Es la menor estatura registrada en el conjunto de jugadores. <
................................................................................................................................................................. -
Q 172 | Si los datos estan ordenados de menor a mayor, el 25%

inferior de los jugadores queda bajo esta estatura.

Q, 177 | Corresponde a la MEDIANA. Si los datos estan ordenados
de menor a mayor, el 50% de los jugadores queda bajo esta
estatura. El otro 50% queda sobre ella.

Q 179,5 | Si los datos estdn ordenados de menor a mayor, el 75% de
los jugadores queda bajo esta estatura.

MAX 186 | Eslaméxima estatura registrada en el conjunto de jugadores.
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Como refuerzo conceptual es importante que los/las estudiantes deas Basicas:
puedan, ademas de completar los datos, escribir el significado o | cuando un conjunto

interpretacion para cada valor. de datos se separa
usando cuartiles, el
porcentaje asociado
3. Usando graficos de caja. Estos gréficos son muy utilizados y su | corresponde al 25%.

potencial es justamente la comparacién entre conjuntos de datos.

T T
Min. Q Q Qs Max.

En el caso de las estaturas de la seleccién nacional, el grafico podria
quedar como sigue:

RS TR ReRa s an AanRReRs

MIN Q1 Q2 Q3 MAX
168 172 177 179, 186

Seleccidn chilena
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4. Engraficos comparativos que muestren claramente eluso de cuartiles.

Habilidades - " . _—
de analisis, Por ejemplo, utilizando las estaturas de los equipos mundialistas es
interpretacion y posible establecer una comparacién gréfica. ( . N
sintesis Ideas Basicas: El

potencial de los
gréficos de caja

es justamente la
CHILE comparacion entre
dos 0 més conjuntos

de datos
— - -
| | NIGERIA
| - | RPD DE COREA
1698 ] 183.000 l 196.2 I
163.2 176.4 1896 2028

Lo interesante es que visualmente ya se establecen las diferencias. Por
ejemplo, los mas altos estén entre el grupo de Nigeria e Inglaterra.
Chile y Corea tienen estaturas similares.

En otro contexto, el Consejo Nacional de Televisién realiza estudios que
permiten sondear, por ejemplo, la valoracién del publico hacia ciertos
programas, considerando televisién abierta o pagada. En la siguiente
tabla se muestra la valoracién (puntaje), hace algunos afios, hacia
las opciones de TV abierta y TV pagada respecto de la programacion
infantil?°. Se evaluaron 297 programas en dicha oportunidad.

Cuartiles TV Abierta TV Pagada %
MN 297 | 297 =
Qa4 473 S
Qo 508 | ... 543 A
Qi 572 648 3
MAX 7 7 Z°

2

20. Fuente: Departamento de Estudios, Consejo Nacional de Televisién 2007
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5. Uso de la tecnologia para construir gréficos de caja.
A través del uso de TIC, es posible visualizar rapidamente un conjunto
de datos en un gréfico de caja (Box Plot). En la Web hay muchos recursos
digitales que permiten obtener este tipo de gréfico. Por ejemplo, se
tienen las siguientes direcciones:

Habilidades de
investigacion

282 | 37.000 I 458
238 326 41.4 50.2

(SHODOR)?'

21. http://www.shodor.org/interactivate/activities/BoxPlot/
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(Mles
Maltiples
Perspectivas: A
través del uso de
TIC, es posible
graficar rdpidamente
un conjunto
de datos en un
diagrama de Cajas
(Box Plot).

S




Graph: M Exclude Outliers

Colleges' SAT Math Scores

Min. ar Q2 a3 Max.
368 4565 4% 547 750

(ILLUMINATIONS - NCTM)??

Habilidades de Mediante el uso de las TIC, se sugiere que los/las estudiantes:

resolucién de
problemas » Se familiaricen con estas representaciones, revisando los ejemplos

incorporados.
* Ingresen diferentes datos (pueden ser tomados del mismo curso:
edad, altura, notas, etc.)

. . e R
* Ingresen mas de un conjunto de datos para comparar. Muiltiples
perspectivas: Es
. . o importante que
Acorde a las representaciones de las medidas de posicién, segin lo los/las estudiantes
anterior, los/las estudiantes deberian trabajar las expresiones de iggg‘::‘:{fs
cuartiles de diversas maneras. A continuacién se proponen diferentes construyendo
ejemplos, los cuales no necesariamente estén relacionados unos con tablas o graficos, Q
tros. El propésit mostrar diver ituacion escribiendo el S
otros. El propdsito es mostrar diversas situaciones. significado de S
los conceptos,
; ; ; ; o bien haciendo =
1. Que relacionen porcentajes con las palabras primer cuartil, segundo ! o
. . representaciones i
cuartil y tercer cuartil. que permitan una a
mayor comprension. a
e . . o
Expresion Porcentaje asociado - N =
-]
Q) 23h =
Q, 50%
Q; 75%

22. http://illuminations.nctm.org/Activity.aspx?id=3476
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2. Que construyan una tabla, por ejemplo, con los resultados de una
prueba de matematica, organizada en cuartiles y expliqguen el

significado:

Habilidades de Medida Nota Significado en palabras

investigacion P L. .
MIN 2,5 La minima nota registrada fue un 2,5.
Q """"""""""" 48 ~[EL 25% de los/las estudiantes tiene |
_____ ol otainferiora48.
0 55 El 50% de los/las estudiantes no
..... 2 e SUPCTA LSS,
0 6.4 El 75% de los/las estudiantes no
..... 2 e SUPCTA ELBA.
MAX 7 | La maxima nota fue un 7

3. Que hagan graficos de caja, indicando sus componentes lo mas visual
posible. Por ejemplo?3:

Qi\ M \ ianAa/Qa

vl %
x“‘lln | 1 1 1 1 1 x":ax

0O 10 20 30 40 50 60 70

Otro ejemplo*: - T maximum
20 |- i
15 .
i = third quartile
10 .
- 4 |IQR
median i 2
r = first quartile
ol l—: minimum

23. http://mathsattacks.blogspot.com/2014/02/diagrama-de-caja-y-bigotes.html
24. http://www.physics.csbsju.edu/stats/box2.html
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4. Que hagan representaciones visuales de la divisién en cuartiles.
Por ejemplo?° :

Q Q G

25% | 25% | 25% | 25%

——

Interquartile Range

=Q;-Q

Otro ejemplo?®:

3) 141 16! 18

Q1 Qz QB
lower  middle quartile upper
quartile (median) quartile

5. Que busquen otros ejemplos?’ en la prensa donde se muestre

Conexiones:

a través de las
expresiones los
cuartiles es posible
trabajar diferentes
situaciones.

informacién expresada en cuartiles y/o a través de graficos de caja.
En el siguiente gréfico se muestra el funcionamiento de tres operadores
mecanicos para distribuir agua. Dada la disposicién y extensién de las
“cajas” y los “bigotes o extremos”, los autores concluyen que no hay
diferencias significativas entre el funcionamiento de los operadores.

Box & whisker plot

1.04F i — e S

=
o
N

=

o

o
T

o

©

<3
T

Agua entregada
o
O
(=)}

0.94 A B C
operadores

25. http://www.mathsisfun.com/data/quartiles.html
26. http://www.mathsisfun.com/data/quartiles.html
27. http://selobu.blogspot.com/

Multiples
perspectivas: Los/
las estudiantes
pueden utilizar
informacion
levantada en

su propio curso
(edad, estatura,
etc.) y hacer una
distribucién en
cuartiles. La idea
es que haciendo
la experiencia
los conceptos se
internalicen.
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6. Que consigan el promedio de notas de matemadtica de cada
estudiante de 1°" ailo de Educacién Media y comparen el rendimiento
en todos los cursos de este nivel. Para ellos ordenar la informacion en
tablas y luego la grafiquen con apoyo de recursos TIC. Primero pueden
completar una tabla como sigue:

1°A

Nota: Un detalle importante tiene que ver con el calculo de los cuartiles
en un conjunto de datos. Para el mismo caso de las notas, por ejemplo, se
puede tener las calificaciones de un grupo de 40 estudiantes. Estas notas
se ordenan de mayor a menor. A continuacién se muestran las notas de los
14 primeros alumnos de un curso cualquiera:

Alumno Nota
T L
z 11
3 12
4 13
5 15
6 | 15
7 7
8 | o
9 ............. 2'2 .........
10 2,2
- by €Q =22
226
13 | 26
14 28
0 |
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Por ejemplo, si se determina el primer cuartil usando Excel, el valor
serd Q, = 2,2 (manualmente daré el mismo valor). La ubicacién de este
cuartil 1 estara entre la posicién 10 y 11. Dado que se ubica “entre”
la posicién 10 y 11, el nimero de datos que queda “bajo” el Q, es
justamente 10 y esto corresponde al 25% del total. Es importante
aclarar a los/las estudiantes que el Q, — en este caso— ademas queda
debajo del dato de la posicién 11 que es también 2,2. Que el Q, sea 2,2
no significa que todos los datos bajo él sean menores o igualesa 2,2. Lo
dnico que quiere decir, es que el Q, (una vez que todos los datos estan
ordenados) es aquel valor bajo el cual queda el 25% de los datos, ya
que las medidas de posicién acttian buscando justamente la “posicién”.
Esto suele suceder cuando las notas se repiten.

7. Que reunan la informacién (estatura) de los equipos de fuatbol que
jugaron la dltima Copa Mundial en Brasil 2014. Pueden escoger de
3 a 5 equipos, ojala de diferentes continentes, y los comparen usando
diagramas de caja. Pueden completar primero una tabla como:

Habilidades de
investigacion

Medida Equipo 1 | Equipo2 |Equipo3 | Equipo 4
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Parte 3: Profundizacion

Habilidades
comunicativas

Habilidades de
investigacién

Lo primero es formalizar el concepto de cuartil. Los cuartiles son
los tres valores de la variable que dividen a un conjunto de datos
ordenados en cuatro partes iguales. Q,, Q, y Q; determinan los valores
correspondientes al 25%, al 50% y al 75% de los datos. Q, coincide
con la mediana. La forma de determinar los cuartiles no es unica. La

siguiente tabla?® resume algunos métodos comunes para calcular la
posicién del primer y tercer cuartil desde una muestra de tamafo n.
En la tabla [x] corresponde a la funcién parte entera.

( Yol
Ideas Basicas:

La forma de
determinar los
cuartiles no es
Unica. Por ejemplo,
usando Geogebra
y Excel se obtienen
valores diferentes.
Depende del
método.

Método Primer Primer Tercer Tercer
_______ cuartil | cuartil | cuartil | cuartil
n par nimpar n par n impar
Minitab n+l n+l 3n+3 3n+3
4 4 4 4
Tukey (Hoaglin n+3 n+2 3n+1 3n+2
et al. 1983) 4 4 4 4
Moore and n+l n+2 3n+3 3n+2
McCabe (2002) 4 4 4 4
Mendenhall and n+l n+l 3n+3 3n+3
Sincich (1995) 4 4 4 4
Freund and n+3 n+3 3n+1 3n+1
Perles (1987) 4 4 4 4

28. Fuente: http://mathworld.wolfram.com/Quartile.html
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Habilidades de
investigacién

En lo practico se puede realizar un ejercicio simple usando GEOGEBRA
y EXCEL, para comparar que para un mismo conjunto de datos el primer
cuartil, por ejemplo, es diferente en valor. Si se tiene la serie de datos
1,2,3,4,5,6,7 8y 9. Alingresarlos tanto a Excel como Geogebra, los
resultados son como sigue:

Primer Cuartil (Q,) EXCEL/ Valor GEOGEBRA/ Valor
Funcion 1 =CUARTILINC(B3:B11;1) | Q,[A5:A13]
s 25
Funciénz |- —CUARTILEXC(B3:81271)
B

Se recomienda entonces escoger un método, explicitarlo y utilizarlo
con los/las estudiantes en el estudio de las medidas de posicién.

Los graficos de caja permiten analizar un conjunto de datos a partir
de cinco valores: valor minimo (Xmin), primer cuartil (Q,), mediana o
segundo cuartil (Q,), tercer cuartil (Q;) y valor méximo (Xmax).

— —
Xmin Q1 Q2 Q3  Xmax
El rango intercuartil corresponde a la diferencia entre el tercer cuartil - N
(Q,) y el primer cuartil (Q,). Esta medida permite resolver el problema 'fgf,?fu?::m:f; Las
de la sensibilidad del rango comun a los outliers o valores extremos. obtener cﬁa,tnes, y

en general, medidas
de posicion, son
sensibles a si el
numero de datos es

Para localizar los valores asociados a los cuartiles (Q,, Q,, Q,), se par o impar.
procede de manera similar al procedimiento de encontrar la mediana, - J
dividiendo la muestra en porciones equivalentes, sélo que esta vez se

divide en cuartos. Como Q,, Q,, Q;, corresponden al 25%, 50% y 75%

de las frecuencias, respectivamente, y Q2 es realmente la mediana, el

procedimiento se reduce a calcular solo Q, y Q,.

A partir de un conjunto de datos, ;como se establecen los cuartiles?

@
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o
=2
=
(=}
p =11
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=
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=
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. . . . . - -
Para efectos del trabajo con éste guion, para determinar los cuartiles Conexiones:

se procedera de la siguiente forma. Una vez ordenados los datos de a través los

menor a mayor, para determinar la posicién g que determina , | cuartiles es posible
yor, p P a9 QyQ; establecer contacto

se recurre a la siguiente regla®: O e o
informaciones del
* Posicion de Q;: ¢ =(n+1)-0,25 medio.
(. W

* Posicién de Q;: g =(n+1)-0,75

Si g es nimero entero, el cuartil corresponde al dato en el lugar q.
Si g no es un entero, el percentil sera el valor promedio de los datos
ubicados en [q] y [q]+1. Donde [] indica la parte entera.

Una vez que se profundice en el concepto de cuartil, se propone que los/
las estudiantes interpreten diversas informaciones donde se realicen
comparaciones utilizando cuartiles y mediante gréficos de caja.

Aqui la idea es profundizar con otras informaciones en las que los/
las estudiantes puedan interpretar correcta y completamente dicha
informacién. Por ejemplo:

En el mismo contexto de TV, el Departamento de Estudios del Consejo
Nacional de Televisién acorde al estudio de la Programacién Infantil
en la Televisién Chilena 2006-20073°, establece una comparacién
respecto a la valoracién de acuerdo a la procedencia de los programas.
Observa el grafico e interpreta comparativamente la informacién.
¢Como se interpreta? ;Qué nos dice el conjunto de diagramas de caja?

29. Saavedra, E. (2005). Contenidos basicos de Estadistica y Probabilidad. Editorial
Universidad de Santiago. Coleccién Ciencias. Santiago, Chile.

30. Fuente: Departamento de Estudios, Consejo Nacional de Televisién 2007
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Habilidades ~ 8
de andlisis, o
interpretacién y 8
sintesis v 7
©
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Tasa de natalidad (nacimientos/1000 habitantes)

Fuente3™:

31. http://estossonlosdiasdenuestrasvidas.blogspot.com/2010/09/tasa-de-natalidad-de-diferentes-grupos.html
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Situacion 3: ;Y silos datos estan agrupados?
¢Qué sucede con las medidas de posicion?

Nota: esta guia se presenta como una continuacién natural de los temas
abordados anteriormente y se expresa sélo como apoyo para el/la docente.
En este sentido no se le asocia una guia para el/la estudiante.

Parte 1: Comprension de la situacion

Hasta el momento los/las estudiantes han trabajado medidas de
posicion con datos generalmente, no agrupados o a “granel”. Es valido B\

entonces preguntarse de qué manera se obtienen medidas de posicién lc° erencia
o ~ - . ongitudinal:

tales como quintiles, cuartiles o percentiles en general, considerando Como extensién

un conjunto de datos en una tabla con intervalos y frecuencias. ;De detl "‘dP,“:,"d'Z"‘Je

e . 7 . estadistico es

dénde se obtienen las férmulas que habitualmente se encuentran en la interesante saber

literatura estadistica o en la Web? Es una buena pregunta a responder. cémo determinar
medidas de posicion
cuando los datos
Es importante recordar que cuando se utilizan datos agrupados, se estan agrupados,

pierde cierta informacidn, sin embargo, se gana en otros aspectos que caso e'(‘j elﬁ”‘:

. A . ., . ., se pierde cierta
permiten una mejor interpretacién de la informacién. Esta tercera infgrmacién_
situacién es justamente una instancia para profundizar en estos y otros | y
temas. Por ejemplo, ;cdmo determinar medidas de posicién a partir de

un histograma?

Habilidades
comunicativas

( N
. Ideas Basicas: Los
12 - Hlstograma estudiantes deben
familiarizarse con
los histogramas y
10 1 los gréficos de tallo
y hoja, asi como
8 - "i3-21 también con tablas
m22-30 de frecuencia con
6 www.excelforo.blogspot.com datos agrupados
m31-39
- J
- W 40-48
W 49-57
2
W 58-66

13-21 22-30 31-39 40-48 49-57 58-66

Fuente3?

32. http://hhjose99.blogspot.com/2013/06/las-siete-herramientas-basicas-para-el.html
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Otra pregunta interesante a resolver es, ;cémo determinar medidas
de posicién a partir de gréficos de Tallo y Hoja? Estos gréficos, que
también forman parte de los contenidos curriculares, son utiles cuando
se quiere comparar dos conjuntos de datos. Lo importante es saber
leerlos correctamente.

Tallo Hoja

1 96,875

12 2,2,9178,19
13 4,6,2,5098

14 3,86,33093,3
15 6,4,3,4,6,7

16 2,03,7,3

Fuente33

La presente situacidn de aprendizaje es clave, ya que permite que los/
las estudiantes adquieran herramientas para comparar dos o mds
conjuntos de datos, cuando estos estan agrupados en intervalos, en
una tabla de frecuencia o bien en un histograma, o bien cuando estan
en un grafico de tallos y hojas. Lo importante es relacionar diferentes
tipos de representaciones graficas.

Las dificultades principales que se pueden presentar aqui, tienen que
ver con el manejo e interpretacion de otras representaciones graficas
tales como los mencionados histogramas y gréficos de tallo y hoja. Lo
otro tiene que ver directamente con qué tan habituados estan los/las
estudiantes con el uso de tablas de frecuencia, con la variante en este
caso de que los datos estan agrupados.

Clases Mi f

90 - 97 935 7

98 — 105 101.5 9

106 —113 109.5 13

114 =121 175 3

122 —-129 126.5 4

130 - 137 133.5 3

138- 145 1415 1

Total 40
Fuente3*

33. http://es.temariosolalto2009.wikia.com/wiki/Estad%C3%ADstica

Idas Basicas: Notar
que al tratarse
de medidas de
posicidn, cobra
relevancia el grafico
de frecuencias
acumuladas u ojiva.

~

34. http://habitantedelinfinito.blogspot.com/2009/08/distribucion-de-frecuencia-para-datos.html
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Es necesario recordar que la particularidad en este tipo de casos es
que, al existir intervalos, es necesario obtener un valor representante,
el cual por lo general corresponde al punto medio de cada intervalo
(también conocido como marca de clase). Por ello, al obtener una
medida de tendencia central o de posicién, en realidad se estd
realizando una aproximacion.

Por otra parte, a partir de las mismas tablas de frecuencia, ahora cobra
relevancia el uso de la frecuencia acumulada, ya que indica mas menos
en qué intervalo estd el percentil buscado. En otras palabras lo que
cobra relevancia es el uso e interpretacién de los graficos de frecuencia

Habilidades lad M
de andlisis, acumutada u ojivas.
interpretacion y
sintesis
100
80
a0
40
20
59 B4 BS 74 T9 84 89 94 99 104 109 114 119

Fuente3®

La motivacidn central para abordar esta tercera situacion, tiene que
ver con la profundizacién de las medidas de posicién ahora en el caso
de datos agrupados en intervalos. Esto implica focalizar el trabajo en
las tablas de frecuencia para datos agrupados y las representaciones
gréficas tales como histogramas, poligonos de frecuencia y ojivas.

Respecto a un conjunto de datos agrupados, las preguntas serdn:
¢;como determinar la mediana? ;Cémo determinar el primer cuartil
o el percentil 657, etc. También vale cuestionarse si estos valores son
exactos o aproximados.

35. http://poligonosyojivas.blogspot.com/
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Parte 2: Analisis de la situacion

Habilidades de
resolucién de
problemas

1. ;Cémo obtener la mediana desde un histograma?3¢

Supongamos que se tienen los resultados de 100 alumnos en una
prueba estandarizada tipo SIMCE o PSU. Estos datos se registran en
una tabla como sigue:

Muiltiples
perspectivas:
Relacionar
diferentes
representaciones de
datos sera clave. En
este caso una tabla
de frecuencias y un
histograma.

Intervalo Frecuencia Frecuencia relativa Frecuencia
relativa %
570595 | . 1 e O .
[595-620( | (LI 012 Z%.......
le20-e4as[ | . LT I 015 i 5%
leas—se70[ | LA T 1. N 6%.......
[670-695[ | L W 1. AN WLt S
less-720[ | 10 Ol i 0% .
r20-7as[ | I 008 ] 8%
ras=770] | 6 006 6%
Total 100 1 100%
El histograma asociado es el siguiente:
19%
16%
15%
14%
12% 10%
8%
6%
570 295 620 645 670 695 T20 745 770 puntaje

36. Adaptado de Saavedra, E. (2009). Material de Referencia curso datosyazar.cl. Centro
Comenius USACH. Santiago, Chile. Complementado con Lipschutz, S. y Schiller, J.

(2000). Introduccidn a la probabilidad y estadistica. Mac Graw Hill.

Ideas Basicas: En
un histograma

el porcentaje
asociado a un
rectangulo o barra
corresponde a su
area. Luego la altura
se obtiene desde

el cociente entre
area 'y amplitud del
intervalo.

~
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Para encontrar la mediana se pueden realizar los siguientes pasos:

* Buscar un valor entre 570 y 770 de modo que divida al area del
histograma en dos mitades iguales (50% a cada lado del valor).

* El area del primer rectangulo (14%) es menor que 50%.
* El 4rea de los dos primeros rectangulos (26%) es menor que 50%.
* El &rea de los tres primeros rectangulos (41%) es menor que 50%.

* El area de los cuatro primeros rectangulos (57%) es mayor que 50%.
Luego, la mediana sera un valor situado entre 645 y 670.

La mediana (Md) buscada debe cumplir con lo siguiente:

* Md = 645 + x (donde x es base del rectangulo sombreado)

Lk s a
Ideas Basicas:

SHa| 7% La mediana, a

15% diferencia de la

14%, moda es Unica. Pero
en forma similar a la
i 10% moda no utiliza toda
8% la iqformacién del
conjunto.

6%

570 595 620 645 670 695 720 745 770 puntaje

* Elarea sombreada debe corresponder a 9% (ya que 41% + 9% = 50%).

" 16%
Habilidades de * La altura del rectdngulo sombreado es 2
resolucién de

problemas

=0,64% (ya que el area
del rectangulo es 16% y la base es 645 — 670 = 25)

* Luego, el drea sombreada es igual a x - 0,64%.
Entonces x - 0,64% = 9%, por lo tanto:

¥e— 14,1
0,64

* Finalmente, la mediana es igual a Md = 645 + 14,1 = 659,1.

Cabe recordar que para cualquier conjunto de datos la mediana es Unica,
a diferencia de la moda (pueden haber dos o mas modas). La mediana
tampoco usa toda la informacién del conjunto de datos, solo respecto al
o los datos centrales.
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Habilidades
de andlisis,
interpretacién y
sintesis

Consideremos la siguiente tabla de frecuencias con datos agrupados,
por ejemplo respecto a las edades de un grupo heterogéneo de 80

2. ;Como obtener la mediana desde tablas de frecuencia con datos
agrupados en intervalos?3’

personas:
Intervalo | Frecuencia | Punto medio | Frecuencia Frecuencia
del intervalo | relativa % relativa
acumulada
[5-12[ 12 8,5 15% 15%
2-19] | 6 55 | 20% | 3%
o-26[ | 20 25 | 25% | 60%
6-33 | 2 | 205 | 5% | 75%
[3-40] | 0 | 365 | 125% | 875%
po-47 | 6 @5 | 75% | o5%
r-sq | 4 | s05 | 5% | 1
Total | o | o

Los pasos para determinar la mediana del conjunto de datos son los
que siguen:

* A partir de la tabla anterior se obtiene el grafico de frecuencias
acumuladas u ojiva.

* Se grafica el punto (a, 0), donde a, es el extremo izquierdo del
primer intervalo.

* Luego se grafican los puntos de la forma (a, F), donde F; es la
frecuencia relativa acumulada asociada al intervalo [a;-1, g, .

* Los puntos a graficar son los siguientes: (5, 0); (12, 0.15); (19, 0.35);
(26, 0.60); (33, 0.35); (40, 0.875); (46, 0.95); (54, 1).
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37. Adaptado de Saavedra, E. (2005). Contenidos Basicos de Estadistica y Probabilidad.
Editorial Universidad de Santiago. Coleccién Ciencias. Santiago, Chile. Complementado
con Lipschutz, S. y Schiller, J. (2000). Introduccién a la probabilidad y estadistica. Mac
Graw Hill.
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90%

75%

60%

45%

30%

15%

0%

* La mediana se encuentra intersectando la recta y = 50 con la recta
que pasa por los puntos (19, 0.35) y (26, 0.6).

* Se puede comprobar que la ecuacién de la recta que pasa por

(19,0.35) y (26, 0.6) es y = ?x _20

7
* Lainterseccidn de la recta anterior cony = 50 entrega el

valor x = 23,2 que corresponde a la mediana. Luego Md = 23,2.
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3. ;Cémo obtener cuartiles desde graficos de tallos y hojas?38

Suponga que se tienen los datos de los resultados de una prueba tipo
Habilidades de SIMCE/PSU, de un curso de 30 estudiantes, organizados en un grafico
resolucién de .

de tallos y hojas:

problemas
Tallo Hojas
22 8 2 8
23 3 5 6 7 3 4 6
24 0 0 5
25 8 0 6 2 7 3 3
26 0
27 5
28 8 1 6 2
29 1 9 8

Notar que en el grafico se usa como tallo la centena y decena, y como
hojas las unidades. Posteriormente se procede a ordenar los datos de
menor a mayor:

Tallo Hojas

22 2 8 8

23 3 3 4 5 6 6 7
24 0 0 5 9

25 0 2 3 3 6 7 8
26 0

27 5

28 1 2 6 8

29 1 8 9

38. Adaptado de Saavedra, E. (2009). Material de Referencia curso datosyazar.cl. Centro
Comenius USACH. Santiago, Chile. Complementado con Lipschutz, S. y Schiller, J.

(2000). Introduccién a la probabilidad y estadistica.
Mac Graw Hill.

Ideas Basicas: en el
grafico se usa como
tallo la centena y
decena, y como
hojas las unidades.
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Del mismo gréfico se puede observar que los extremos (minimo y
maximo) son: E, = 222 y E, = 299. Esto entrega parte de la informacién
para los diagrama de caja y bigotes. A continuacién se determinan los

cuartiles Q;, Q, y Qs
Cuartil | Percentil Célculo Valor
Q, P, (30+1) - 0,25 = 7,75.
Q, esta entre las 0 = 235+236 _ 2355
posiciones 7'y 8. '
Q, b, | (30+1).05=155 |
Q, est4 entre las 0, = 250+252 _ 251
posiciones 15y 16. 2
QP | (30+1)-075= |
23,25. 275+ 281
0, =220 _ )78
Q, estd entre las 2
posiciones 23 y 24.
—— El gréfico de caja y bigotes es el siguiente:
comunicativas
e —
2zlz 23|5,5 25ll zl7s zt;9 Puntajes
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Parte 3: Profundizacion

Habilidades de
investigacion

1. ¢Cémo encontrar percentiles en general, a partir de histogramas?

Para calcular percentiles con datos agrupados, se utiliza el histograma
asociado a la tabla de frecuencia. Primero se encuentran las frecuencias
relativas y relativas porcentuales. Suponga que se tienen los datos de
40 alumnos/as que rindieron una prueba de resistencia fisica3.

Metros recorridos Frecuencia Frecuencia Frecuencia
relativa relativa %
....... (1450 -1760[ | .06 04 A%
....... [1760-2070[ | .8 o.....02 | .....20%
....... [2070-2380[ | 30075 L TS%
..[2380-2690[ | 8 .. 0150 %
..[2690-3000] | LA — 0175 175% .
40 1 100%

La informacién anterior en un histograma queda:

20%
17,5%
15%

7.5%

1450 1760 2070 2380 2690 3000 Metros
; recorridos

Para encontrar el percentil 65, se pueden realizar los siguientes pasos:

* Buscar un valor entre 1450 y 3000 de modo que divida al area del
histograma en dos partes (65% a la izquierda y 35% a la derecha).
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* El &rea del primer rectangulo (40%) es menor que 65%.
* El &rea de los dos primeros rectangulos (60%) es menor que 65%.

* El area de los tres primeros rectangulos (67,5%) es mayor que 65%.
Luego, el percentil 65 serd un valor situado entre 2070 y 2380.

39. Adaptado de Saavedra, E. (2009). Material de Referencia curso datosyazar.cl. Centro
Comenius USACH. Santiago, Chile. Complementado con Lipschutz, S. y Schiller, J.
(2000). Introduccidn a la probabilidad y estadistica.

Mac Graw Hill.
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El percentil 65 buscado debe cumplir con lo siguiente:

( Ideas Basicas:

* P, = 2070 + x (donde x es base del rectangulo sombreado) La mediana, a
diferencia de la
moda es Unica. Pero
en forma similar a la
moda no utiliza toda
la informacién del
conjunto.

20%
17.0%
15%

E

1450 1760 2070 A 2380 2690 3000 Metros

recorridos

* El drea sombreada debe corresponder a 5%
(ya que 60% + 5% = 65%).

0
7’5;) =0,024% (ya que el

* La altura del rectdngulo sombreado es

area del rectangulo es 7,5% y la base es 2070 — 2380 = 310)
* Luego, el 4rea sombreada es igual a x - 0,024%.
Entonces x - 0,024% = 5%, por lo tanto:

5
0,024

=208,3

X =

* Finalmente, el percentil 65 es igual a P, = 2070 + 208,3 = 2278,3.
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2. ;Cémo obtener percentiles desde tablas de frecuencia con datos
agrupados en intervalos?4°

Tal como se determiné la mediana antes, es posible determinar
cualquier percentil a partir de una tabla con datos agrupados. Por
ejemplo si se quiere determinar el primer cuartil o percentil 25 desde
los datos:

Intervalo Frecuencia | Punto medio | Frecuencia Frecuencia
del intervalo | relativa % relativa
acumulada %

El gréfico de frecuencia acumulada es:

90%
75%
60%
45%
30%

15%

0%
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40. Adaptado de Saavedra, E. (2005). Contenidos Basico de Estadistica y Probabilidad. Editorial
Universidad de Santiago. Coleccién Ciencias. Santiago, Chile. Complementado con Lipschutz S.,
Schiller J. (2000). Introduccién a la probabilidad y estadistica. Mac Graw Hill.
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Habilidades de
investigacion

El primer cuartil (Q,) o percentil 25 seria la abscisa del punto
(Q,. 25) correspondiente a la interseccién entre la recta que pasa por
(12,15) y (19,35), y la recta y=25. La ecuacién que pasa por los puntos
mencionados es:

20 135

= —X——

7
De donde Q, = 15,5

,porloque Q, satisfacelaecuacion: 25 = 20, 0, - 135
7 7

En general, para obtener cualquier percentil*! se puede realizar lo
siguiente. Dada la tabla:

Intervalo Largo del Frecuencia | Frecuencia relativa
intervalo relativa acumulada
Jag ol I AzATh A B
Loyl (s B
ol (A=a-a,l S L Bl
Total a, -a, 1

Si se quiere determinar el percentil @, donde 0 < @ <100, entonces se
realiza lo siguiente:

Se encuentra el entero j, de modo que Fj_1 <ay F, >
Se determina la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (aj_1,Fj_1)

y (aj Fj) . Esta ecuacién es:

f; I

=20 -
y= x+Fj_1 a

LA
j i
Se encuentra la interseccién de la recta anterior con larecta y =« . Es
decir, se resuelve:
) f f

a=-‘Lx+F -a -~
A A

J J

La solucién de la ecuacién anterior es el percentil a-100% , que se
anota como x():

x(a)= %’“"E’-l -a,, Z—’

J J

41. Adaptado de Saavedra, E. (2005). Contenidos Bésicos de Estadistica y Probabilidad.
Editorial Universidad de Santiago. Coleccién Ciencias. Santiago, Chile. Complementado
con Lipschutz, S. y Schiller, J. (2000). Introduccién a la probabilidad y estadistica. Mac
Graw Hill.
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Conexiones:
Mediante la

determinacion de un
percentil cualquiera,

se establece una
conexion con
el contenido de

ecuacion de la recta.

J




GUIAS ESTUDIANTES




¢En queée quintil me dijo?

O Objetivo:
Explorar los conceptos de quintil, decil o percentil, en general, a partir
del andlisis de informacién presente en los medios de comunicacion.

Ten presente que: Puedes desarrollar las
actividades en el orden que mas te ayude
a aprender, pero no dejes de contestar las

preguntas que tienen un icono de un lapiz,
con ellas podras evaluarte y saber si estas
logrando las metas de la clase.
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Preguntas previas

©  ¢Qué tanto recuerdas de lo que has aprendido hasta ahora en la unidad de Estadistica?
Conversa con tus compaiieros/as y luego responde las siguientes preguntas:

+ ¢Recuerdan los porcentajes? ;Qué significado tienen? ;Qué dice aquella
informacién expresada en porcentajes? Den algunos ejemplos.

+ ;Recuerdan los conceptos de media, moda y mediana? Expliquen brevemente
el significado de cada una de estas palabras.
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mediana. ;Cémo lo hicieron? Si se agrega al conjunto el valor 3, ;cdmo cambian
las medidas de tendencia central? Verifica con tus comparieros y explica el
resultado.

@ Para los siguientes datos: 5, 8, 20, 2, 8, 1, 14. Determinen media, moda y

¢Qué porcentaje de los datos se encuentra bajo la mediana? ;Qué porcentaje
de los datos se encuentra sobre la mediana? Discute con tus compafieros/as y
el/la profesor/a.
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Buscando informacion en la Web y entrando en materia

© Utilicen algtin buscador en la Web e ingresen algunas palabras claves tales como “quintil

”ou

ingresos”, “deciles ingresos”, “percentiles ingresos”, etc.

+ Seleccionen un link que les parezca interesante y transcriban o sinteticen la
informacién a continuacién, indicando la fuente desde donde la extrajeron:

+ Anoten las palabras claves que aparecen en la informacién anterior y, en lo
posible, su significado.

+ Qué dice la informacién anterior? Expliquenlo con sus propias palabras.
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Interpretando informacion

© Los siguientes parrafos fueron extraidos desde diferentes fuentes:

Distribucion del ingreso en | Beca Bicentenario®
Chile (2008) mantiene gran La Beca Bicentenario es para estudiantes de

escasos recursos que hayan tenido un buen

deSigualdad en ultimos 10 rendimiento académico y que se matriculen
aﬁ 0 S, se gl’ln INE42 en una carrera regular de alguna de las

Universidades del Consejo de Rectores o
también llamadas universidades tradicionales.
El beneficio principal es que Financia el

Quintil mds alto concentra un 51,03% monto del Arancel de Referencia anual de la
del ingreso total del pais, mientras que carrera. Dentro de los requisitos propuestos se
7

, i 0 encuentra el que hace referencia a “pertenecer
el mds pobre llega a solo 5,38%. a los dos primeros quintiles de ingreso”.

Clases medias y estratos socio-econémicos en Chile,
por R. Mendez (Adimarx)*

En los ultimos 20 arios, Chile ha vivido una serie de cambios que han marcado la nueva identidad
nacional. En este nuevo Chile, cuatro segmentos de poblacion emergen con particular fuerza. Los
ancianos, las mujeres activas, los jovenes y la nueva clase media son quienes determinaran el futuro
de nuestro pars.

“En el caso de los padres que estaban en el quintil mas bajo, o sea, en la pobreza, el 31 por ciento de
sus hijos se ubica en el mismo quintil. Pero un 21 por ciento sube un quintil, otro 21 por ciento sube
dos, un 19 por ciento sube tres y un 7 por ciento, cuatro’.

42.  http://aquevedo.wordpress.com/2008/11/21/distribucion-del-ingreso-en-chile-mantiene-brecha-en-
ultimos-10-anos-segun-estudio-del-ine-2/

43.  http://www.becasycreditos.cl/ayudas/b_bb.html

44.  http://aquevedo.wordpress.com/2008/05/27/clases-medias-y-estratos-socio-economicos-en-chile-por-
r-mendez-adimarx-2/
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* En grupos, tomen una de las informaciones anteriores, sinteticen lo que
sefala y anoten las palabras claves.

@ ¢Qué dice la informacién anterior? Explicalo con tus propias palabras.
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Quintiles de ingreso

@ Con relacién a las becas de estudio, busquen informacién en la Web sobre los
“quintiles de ingreso” y completen la siguiente tabla:

Quintil Ingreso per cépita Significado en palabras

Ingresos desde S0 hasta $70.543 per

EL 20% inferior de la poblacién
I cdpita.

tiene un ingreso per capita ...

@ ¢Cudl es la relacidn entre el concepto de quintil y porcentajes? Explicalo con
tus palabras.
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* En la Web, se pueden encontrar algunas representaciones graficas y hasta
“metafdricas” de esta organizacion por quintiles de ingreso. Por ejemplo, se
puede mostrar la siguiente, extraida de la pagina de los secundarios*:

* En grupo, inventen su propia representacion visual de los quintiles de ingreso.
Dibujen aqui el modelo.
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45. http://www.secundarios.com/blogs/educacion/como-funcionan-los-quintiles-en-el-proceso-de-admision-
2014-121779/

Guiones Didacticos y Guias para el/la estudiante » 83



Ahora con deciles

© En los medios de comunicacién, también es habitual encontrar informacién expresada
en “deciles”. A continuacién se muestra un gréfico organizado en deciles de ingreso“®.

+ ;Qué informacion se entrega?

L s

I II I w v VI VII VIIIL IX X
= 2009 6B.536 | 210289 | 2912335 | 363334 | 434386 | 552632 | 666.103 | B7T2234 |1223.683|3.150.076
#2011 B5.T41 | 228621 | 315200 | 371054 | 470642 | 544193 | 667302 | BTEBB16 (1219373 |3.048.821

Ingreso auténomo per cépita del hogar

46. Evolucion del ingreso auténomo promedio de los hogares, por decil de ingreso auténomo per cépita del
hogar (pesos de Noviembre 2011). Fuente: Ministerio del Desarrollo Social. CASEN 2009 - 2011.
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+ En grupos, describan los elementos principales del gréfico anterior.

@ ¢Qué dice la informacién anterior? Explicalo con tus propias palabras.
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¢Que es un percentil?

© En los medios de comunicacién, también es habitual encontrar informacién expresada
en “percentiles”. A continuacién se muestra una tabla que muestra deciles y percentiles.
¢Qué informacién se entrega? ;Qué significa “apertura del dltimo decil"?

Desigualdad en Chile: el problema es el 1% mis rico*’

Valores minimo, miximo, medio y medianos del ingreso autonomo mensual de los hogares, por decil de
ingreso auténomo per capita del hogar

Decil  Promedio Mediana Percentiles Promedio Mediana

(10 % mis pobre) =1 $63.891  $43.424 E N P91 S1.521.418 $1.491.305
I $197.402  $186.745 S E,)" P92  $1.793.662 S 1.684.765

M $273.316  $258.398 NQ P93 SL700295 $1.757.942

IV $341.124  $333.342 &S P9 S1.799.060 $1.876.408

V. S$407.711  $403.325 E E P95 $2.125.636 §2.059.203

VI $517.888  $510.850 - : P96 $2.353.057 $2.434.166

VII  $625247  $594.099 ~ P97 $2.762.197 $2.720.716

VIII $816.434  $797.196 ﬁ P98 $3.093.899 $3.190.736

IX $1.146.236 S1.100.346 Q P99 $4.547.566 $3.734.295

(10 % mas rico) — X  S$2.951.815 S2.178.597 (1% mds rico)—~ PI100 S 7.843.061 $ 6.823.309
Fuente: Fundacion SOL, micro-datos de Casen 2009

47. http://www.elmostrador.cl/opinion/2012/04/02/desigualdad-en-chile-el-problema-es-el-1-mas-rico/
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* En grupos, describan los elementos principales de la tabla anterior y anoten
las palabras claves.

¢Qué dice la informacién anterior? ;Qué indican los percentiles? ;Qué relacién
tienen con los deciles? Explicalo con tus propias palabras.
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Traduciendo a porcentajes

+ Traduce la siguiente informacién a porcentajes:

“El primer quintil de la
poblacién ...”

“Los tres ultimos deciles de la
poblacion ...”

“El porcentaje de la poblacién
que se encuentra bajo el
percentil 75 ... "
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Completa lo siguiente:

En un conjunto de datos, el Quintil 1 es un valor bajo el cual se encuentra

el % de ellos.

Entre el Quintil 2 y el Quintil 3, se encuentra el % de los

datos de un conjunto.

Entre el Decil 1y el Decil 4, se encuentra el % de los datos

de un conjunto.

En un conjunto de datos, el Percentil 85 es un valor bajo el cual se

encuentra el % de ellos.

Entre el Percentil 65 y el Percentil 85, se encuentra el % de

los datos de un conjunto.

En el caso de la mediana, sa qué Decil corresponde?, ;a qué Percentil equivale?
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Un asunto de estaturas, calculando percentiles

Realicen una pequefia encuesta acerca de las estaturas de los/las estudiantes del
curso y registrenlas de alguna manera. En el siguiente recuadro anoten todas las
estaturas, asegurdndose de que estén ordenadas de menor a mayor:

Posicion | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Estatura
(cm)

Posicion | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Estatura
(cm)

Posicion 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Estatura
(cm)

Posicion | 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Estatura
(cm)

Posicion | 41 42 43 44 45

Estatura
(cm)

Nota: si posees acceso a un computador te recomendamos simular el experimento, usando
la funcién “aleatorio entre” de Excel, una distribucion aleatoria de 40 estaturas entre 150
cms y 176 cms, lo que podria representar las estaturas solicitadas.
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@ Determinen: Quintil 1 y 3, mediana, Decil 8, Percentil 85. Discutan el
procedimiento para obtener estos valores, a partir del porcentaje que
representan. Interpreten el significado de cada uno de estos valores.

(9)
=
>
=

(-]
[y
~
m
(%]
-
c
=
=
=
-
m

Guiones Didacticos y Guias para el/la estudiante * 91



@ Conversa con tu clase y responde las preguntas, con las conclusiones extraidas de las
ideas mas relevantes:

+ ¢En qué situaciones de lo cotidiano aparecen términos como quintiles, deciles
o percentiles? Den algunos ejemplos.

+ Expresen con sus palabras el significado de los conceptos anteriores.
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En conjunto a tus compafieros/as y profesor/a definan formalmente:

Quintil:

Decil:

Percentil:

Expresiones
matematicas para
calcular quintiles,
deciles y percentiles
en general
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Evaluando mi proceso de aprendizaje:

() Revisa tu desempefio en la siguiente evaluacién: primero marca en los espacios que
corresponda en la tabla y luego responde a las preguntas.

+ Instruccién: En una escala de 1 a 5, califica de acuerdo al nivel de logro.
No necesité hacer esta actividad

No entendi esta actividad

Aprendizaje nivel bajo

Aprendizaje nivel medio

Aprendizaje nivel avanzado

Aspecto a evaluar 1 2 3 4 5

Determinar media, moda y mediana en un
conjunto de datos.

Significado de los conceptos media, moda y
mediana.

Interpretar informacién escrita expresada en
términos de quintiles, deciles y percentiles.

Interpretar informacién grafica expresada en
términos de quintiles, deciles y percentiles.

Significado de los conceptos quintil, decil y
percentil.

Relacionar quintiles, deciles y percentiles con
porcentajes.

Calcular quintiles, deciles y percentiles a partir
de un conjunto de datos.
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¢Cual es la mejor forma o material que te ayudd a comprender los conceptos
trabajados?

Otros aspectos de tu aprendizaje que quisieras resaltar. Describelos.
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Cosas del fatbol y diagramas
de caja

O Objetivo:
Explorar el concepto de cuartil y su relacién con los diagramas de caja,
asi como también interpretar informacién expresada en cuartiles.

Ten presente que: Puedes desarrollar las
actividades en el orden que mas te ayude
a aprender, pero no dejes de contestar las

preguntas que tienen un icono de un lapiz,
con ellas podras evaluarte y saber si estas
logrando las metas de la clase.
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Preguntas previas

©  ;Qué tanto aprendiste sobre los conceptos de quintil, decil y percentil? Conversa con
tus compafieros/as y luego responde las siguientes preguntas:

+ ¢En cuédntas partes se divide un conjunto de datos al usar quintiles, deciles
o percentiles? ;Qué porcentaje del conjunto de datos se ubica entre cada
quintil, decil o percentil?

+ sQué relacién existe entre la mediana, los deciles y los percentiles? Comenta
con tus compareros/as y explica a continuacion.

(9]
=
=
=

(-]
N
~
m
(%]
-
c
o
D
=
]
m

Guiones Didacticos y Guias para el/la estudiante » 97



Para los siguientes datos: 1, 15, 25, 8, 20, 2, 8, 1, 14, 28, 29, 30, 4. Determinen
mediana, quintiles 1y 2, decil 8 y percentil 75. ;Cémo lo hiciste? Compara el
resultado con tus compafieros/as.

Explica el siguiente enunciado: “Se puede postular a algunas becas de estudio si
perteneces a los tres primeros quintiles de ingreso...”.
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Cosas del fatbol, ahora con cuartiles

© Busquen informacién en la Web sobre los jugadores chilenos que participaron en la
dltima copa del mundo en Brasil. Puedes buscar en http://es.fifa.com/worldcup/

Brasil 2014.

Equipo: Se

leccion Chilena 2014

@ Copia los datos de todos los jugadores de la seleccién nacional que jugé en

Num.

Nombre

Altura (m)

—
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© ¢Cudl es la estatura promedio de la seleccién chilena? Muestra tu
procedimiento.

+ ¢Cudl es el rango de estaturas del equipo nacional?

Si se ordena al equipo de menor a mayor estatura, determina el primer cuartil
(Q,). la mediana o segundo cuartil (Q,) y el tercer cuartil (Q,) ;Cémo se
interpretan estos valores?
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Diagramas de caja

© A continuacién podras utilizar algunos recursos digitales” para obtener diagramas de
caja que reflejen informacién clave sobre las estaturas.

[T T]

28.2 37.000 458
238 326 41.4 50.2

48.

Graph m [l Exclude Outliers

Colleges’ SAT Math Scores

http://shodor.org/interactivate/activities/BoxPlot/

http://illuminations.nctm.org/Activity.aspx?id=3476
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Ingresa los datos anteriores a alguno de los recursos digitales propuestos. A
partir de la informacién obtenida desde el recurso, completa la siguiente tabla:

Medida Valor entregado por el Significado
recurso digital
MiN
Q
Q,
Q;
MAX

Compara con los valores obtenidos en la seccién anterior. ;Hay diferencias?
¢A qué crees que se debe esta situacién? Conversa con tus compafieros/as y
el/la profesor/a.
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@ Copia a continuacidn el gréfico que muestra el recurso digital. Indica claramente
a qué partes corresponde MiN, Q,, Q,, Q, y MAX.

@ En términos generales, describe la estatura que tienen los jugadores nacionales
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Comparando con otros equipos mundialistas

© Ahora el propésito es comparar a la seleccién nacional con otros equipos del mundial

de Brasil.
Usando la informacién de las estaturas en la Web, completen la siguiente tabla
@ con los datos de otras dos selecciones de la Copa Mundial. Consideren dos
equipos favoritos a eleccién.
Equipo 2: Equipo 3:
Num. Nombre Altura Num. Nombre Altura
(m) (m)
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
7 7
8 8
9 9
10 10
1 T
12 12
13 13
14 14
15 15
16 16
17 17
18 18
19 19
20 20
21 21
22 22
23 23
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A partir de los datos anteriores, completen la siguiente tabla. Discute con tus
compafieros/as y el/la profesor/a sobre la manera de obtener cada medida de
posicion.

Medida  Seleccidn chilena Equipo 2: Equipo 3:

Ingresa los datos de la seleccién nacional y los otros dos equipos mundialistas
al recurso digital. Compara los datos de la tabla anterior con los obtenidos
por el recurso. Discute con tus compafieros, sobre las posibles diferencias. ;A
qué se debe esto?

Considerando los datos de la tabla anterior, construye manualmente los
graficos de caja correspondientes a los tres equipos. Usa una escala apropiada
a los rangos de estaturas. Usa colores.
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Obtén con el recurso digital los gréficos de caja y compara con los que
dibujaste mas arriba. ;Hay diferencias? ;A qué se debe?

Compara los equipos a partir del rango de estaturas. ;Cudl tiene mayor
rango? ;Cual tiene menor rango? ;Qué significado tiene esto?

¢Qué par de selecciones tienen estaturas similares? ;Cémo se observa eso en
los diagramas de caja?

En términos generales, describe comparativamente las estaturas de los tres
equipos de futbol. ;Quién tiene mayores posibilidades de un mejor juego
aéreo? Justifiquen.
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@ Conversa con tu clase y responde las preguntas, con las conclusiones extraidas de las
ideas mas relevantes:

+ 4En qué medidas de posicion se basan los diagramas de caja? ;Qué otras
medidas intervienen?

+ ;Por qué son utiles los diagramas de caja para comparar dos 0 mas conjuntos
de datos?
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 En conjunto a tus compafieros/as y profesor/a definan formalmente:

Primer Cuartil (Q,):

Segundo Cuartil (Q,):

Tercer Cuartil (Q,):

Expresiones
matematicas para

calcular Q;, Q, y Q,

108 » Matematica / 1°" afio de Educacion Media



Evaluando mi proceso de aprendizaje:

© Revisa tu desempefio en la siguiente evaluacién: primero marca en los espacios que
corresponda en la tabla y luego responde a las preguntas.

+ Instruccién: En una escala de 1 a 5, califica de acuerdo al nivel de logro.
1:  No necesité hacer esta actividad

No entendi esta actividad

Aprendizaje nivel bajo

Aprendizaje nivel medio

Aprendizaje nivel avanzado

Calcular Q;, Q, y Q, en un conjunto de datos.

Significado del concepto “Cuartil”.

Significado de MIN, Q,, Q,, Q; y MAX.

Interpretar informacién escrita expresada en
términos de cuartiles.

Interpretar informacién grafica expresada en
términos de cuartiles.

Comparar informacidn gréfica expresada en
términos de cuartiles.

Relacionar cuartiles con porcentajes.

Construir un diagrama de caja.
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+ ¢Cudl es la mejor forma o material que te ayudé a comprender los conceptos
trabajados?

+ Otros aspectos de tu aprendizaje que quisieras resaltar. Describelos.
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ALGEBRA Y GEOMETRIA

Guion del/la profesor/a:
Composicion de Transformaciones Isometricas

Es esperable que relacionar los ejes teméticos de la ensefianza de la matemadtica no sea
una tarea simple, esto debido a que cada eje por si solo representa un desafio para la
ensefianza y es conceptualmente desafiante, en ocasiones hasta podria considerarse
complejo. Pues bien, la Geometria y el Algebra presentan una excelente oportunidad
para lograr dicha relacién.

En general, solo se llega a esta relacién a partir de la gréafica de las diversas funciones
estudiadas, como la recta en la funcién lineal, la parabola en la funcién cuadratica, entre
otras. Pero estarelacién es mucho mas enriquecedora, por ejemplo, las transformaciones
isométricas son funciones, de ahi el uso de la palabra transformacién, y la aplicacién
sucesiva de las transformaciones isométricas a un objeto en el plano no es otra cosa
que la composicién de funciones. Es por ello que a continuacién se pretende hacer una
propuesta de cémo abordar la composicién de transformaciones isométricas desde
una mirada geométrica y algebraica, siempre imbricadas.
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Situacion: Composicion de transformaciones isométrica

Parte 1: Comprension de la situacion

Desde los primeros niveles de escolaridad, los/las estudiantes se han [~ Coherencia h
relacionado con las transformaciones isométricas, primero con las | longitudinal: Antes
reflexiones de objetos, luego trasladando, rotando y reflejando en el | dela composicion
l Euclidi I 1° Medi li imil de trasformaciones
plano Euclidiano, para llegar en edio a realizar una tarea similar, | jsometricas, los
ahora en el plano Cartesiano. Esto ultimo trae consigo una conexién | estudiantes han
inherente con el eje de Algebra, a partir del uso de férmulas. estudiado las
transformaciones

enelplanoyla
En esta situacidn, el propésito es analizar en detalle la composicién de EOmPOS'C'O“ de

. . PP . unciones.
las transformaciones isométricas, desde los ejemplos concretos hasta
la formulacién de modelos que permitan generalizar los hallazgos y
poder caracterizar la composicién, agregando las restricciones propias
de la composicién de funciones, relacionadas con el Dominio y el

Recorrido.

Se recomienda, antes de profundizar en el estudio de la composicién
de isometrias, analizar en detalle cudles son los conocimientos previos
de los/las estudiantes y cudl es el nivel de conocimiento de todos ellos,
esto determinard que las actividades mas adelante propuestas sean
desarrolladas sin inconvenientes.

Si el/la profesor/a lo estima puede analizar de forma separada
los conocimientos previos relacionados con la geometria y los
conocimientos previos de algebra, sin embargo, en concordancia con
lo que se propondrd mas adelante, a continuacién se muestra una
Unica actividad para la activacién de los conocimientos geométricos y
algebraicos, en forma conjunta.
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Habilidades
de andlisis,

interpretacién y

sintesis

Habilidades de
resolucion de
problemas

* En la figura siguiente se muestra un plano cartesiano, un punto fijo
O, un punto [ y cuatro puntos 4, B, C y D que pueden ser

transformados isométricamente.

Definiendo un vector segln se desee, se pueden trasladar los puntos
A, B, Cy D porelplano.

El punto O es fijo y estéd ubicado en el punto (0,0), toda rotacién
que se haga en este plano debe tener al punto O como centro de
rotacion.

Los &ngulos para realizar las rotaciones pueden ser positivos o
negativos, se sugieren los angulos de medidas 90° 180°y 270°.

Parareflejar los puntos solo se puede hacer uso de los ejes cartesianos.

La tarea es aplicar tres transformaciones isométricas distintas a
cualquiera de los puntos 4, B, C o D vy llegar exactamente al
punto 7, en otras palabras, conseguir que el punto / sealaimagen
de uno de los puntos mediante tres transformaciones isométricas
sucesivas y distintas.
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Una posible respuesta a la tarea recién planteada es:

* Trasladar el punto A4 segun el vector vV (0, 1). Se obtiene el punto
imagen A' de coordenadas (3, 3).

* Rotar el punto A' respecto al punto O en 180°. Se obtiene el punto
imagen A'' de coordenadas (-3, - 3).

* Reflejar el punto A'' segln el eje X, se obtiene A'"' de vértices
(=3, 3) el que coincide de forma exacta con el punto / .

Realizada la tarea, los/las estudiantes pueden responder algunas o todas
las preguntas siguientes, lo que dependera de sus propias necesidades:

* Si se aplican los mismos movimientos a los otros tres puntos jcuales
son sus imagenes, respectivamente?

+ ;Cémo se expresan algebraicamente las transformaciones isométricas
realizadas a cada punto?

* ¢Cémo es la figura que se obtiene como imagende 4, B, C y D
luego de los tres movimientos isométricos aplicados?

+ ;Bajo qué condiciones se puede afirmar que una transformacién
isométrica es una funcién? ;Cual seria la regla de trasformacién de
los puntos?

» ;Cudles serian las variables en este caso?

* Considera que la funcién f corresponde alatraslacionde 4 en A4'. A
suvez, sea A lafuncién que traslada al punto A' al punto A4''.Sea &
la funcién que traslada al punto A4'' al punto / ;Hay alguna funcién
que permita mover el punto 4 al punto / de una sola vez?

s . . - -
* ¢Como se completa el diagrama que muestra la sucesion de los tres (.14

movimientos realizados? composicién de
transformaciones
R » isométricas se
Partida otacion Reflexién Traslacién puede relacionar

en 90° eje Y V(-5,0) con la composicién

/\ /\ n de funciones.

» ;Cudl es el conjunto de partida y cudl es el conjunto de llegada en cada
transformacién isométrica realizada?

-
.
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Si el/la profesor/a estima que el/la estudiante requiere alin mas trabajo
con los conceptos previos, es recomendable que se apoye de algunos
recursos digitales interactivos que permiten, mas alla de la practica,
tener representaciones visuales manipulables:

* Transformaciones — Reflexion:

HION=EEED

g

http://nlvm.usu.edu/es/nav/frames_asid_206_g_1_t_3.html

En este recurso se puede seleccionar la opcidn ejes y con ello se puede
transitar desde una mirada Euclidiana a una Cartesiana de forma
sencilla. Otros recursos de igual indole para la traslacién y la rotacién
se encuentran en: http://nlvm.usu.edu/es/nav/topic_t_3.html

* Dibujando lineas:

‘@ yemeib
3 --

y=—=x+ -§

Somt Lrvs | Sk Lnns

SRR
.

(1)
=
o
=
=
(=}
b~
(@]
=
(@)
(@]
=

(-]
N

https://phet.colorado.edu/es/simulation/graphing-lines
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Al elegir la opcién descargar, se puede utilizar el recurso que presenta
cuatro opciones distintas, las dos primeras son de utilidad en este
caso, ya que la primera permite explorar el concepto de pendiente y
la segunda encontrar la ecuacidn de la recta, que puede de inmediato
ser analizada desde el punto de vista de las funciones, dandole un
contexto a las rectas dibujadas.

Con estas preguntas se espera que el/la estudiante realice
multiples representaciones de los contenidos, desde la gréfica a las
representaciones algebraicas, con el fin de utilizarlas de forma flexible
y comprendiendo las equivalencias entre ellas.

Como recurso adicional, y debido a la importancia de que los/las
estudiantes comprendan las transformaciones isométricas antes de
adentrarse en las composiciones de ellas, se sugieren algunos videos
que permiten visualizar construcciones en el plano, con distintas
estrategias:

* Traslacion, rotacién y simetria, usando GeoGebra.
https://www.youtube.com/watch?v=7wN9135qxtM

* Movimientos en el plano, explicacién completay ejemplos cotidianos.
https://www.youtube.com/watch?v=APA2uWgC550

* Traslaciones de poligono en el plano cartesiano.

https://es.khanacademy.org/math/geometry/transformations/
exploring-rigid-transformations/v/translations-of-polygons

Una vez activados los conocimientos previos, se puede dar paso al
estudio de la composicién de transformaciones isométricas, para ello
es recomendable iniciar con situaciones sencillas, con pocos vértices a
mover, pues lo que se realice con un vértice debe ser extrapolado a los
demads vértices de la figura.

Finalmente, se destaca que al proceder al estudio de la composicién
de transformaciones isométricas, el/la profesor/a debe tener presente
que una de las principales dificultades con las que el/la estudiante
se podria enfrentar, es no considerar los elementos que definen cada
transformacién isométrica por lo que no las distinguen a cabalidad,
ademas, no siempre logran reflejar una figura solo porque no pueden
graficar correctamente rectas en el plano, las que vienen expresadas de
forma algebraica. Es posible que atin no comprendan adecuadamente
el concepto de funcién y/o no comprenden que la composicién de
funciones es también una funcién.
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Parte 2: Analisis de la situacion

Teniendo presente todo lo que el/la estudiante ya conoce sobre las
transformaciones isométricas y sobre las funciones y la composicién
de ellas. Es pertinente comenzar con el estudio de la composicién de
las transformaciones isométricas.

Inicialmente, el/la estudiante debe descubrir que la composicién
de dos transformaciones isométricas iguales corresponde a otra
transformacién, también isométrica. Para ello se sugiere comenzar
estudiando la composicién de a dos funciones y de un mismo tipo.
Por ejemplo, componer dos traslaciones con distintos vector, o dos
rotaciones con igual centro pero con distinto dngulo, entre otros.

Se recomienda que cada composicién venga acompariada del lenguaje
algebraico formal, pero también de la representacién gréfica en el
plano cartesiano y con diagramas y, dentro de lo posible con un desafio
inicial que pueda darle sentido a los movimientos realizados.

Composicion de traslaciones
En la figura se muestra el punto A que corresponde a la posicién de un
Pirata y el punto B corresponde al tesoro que debe encontrar.

p
Multiples

perspectivas: Las
transformaciones
isométricas pueden
ser representadas
graficamente en el
plano cartesiano

o usando lenguaje
algebraico que dé
cuenta del tipo de
movimiento hecho
y de los elementos
que lo definen.
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* Para llegar solo cuenta con un papel que tiene escrito lo siguiente:

L(=34)
1,(0,-2)

+ El pirata llega a su destino siguiendo las pistas dadas?

» El pirata desea hacer el camino mas corto para llegar al tesoro y
luego dejarlo en un papel como el que él tenia. ;Qué pista deberia
escribir?

Con situaciones de este tipo, que pueden adecuarse para ser mas o
menos complejas, el/la profesor/a puede introducir el concepto de
composicién. En este caso, es posible notar que la nueva traslacién, por
el camino més corto, serd la resultante de componer dos traslaciones.
De esta forma, al realizar dos traslaciones sucesivas se obtiene como
resultante una nueva traslacién. Simbdlicamente esto puede ser escrito
como:

Lol =T,
Ademas, se cumple que la compuesta es facilmente obtenida a

partir de la suma de las componentes de los vectores de 7, y T,.
Simbdlicamente:

T (x;,0) 0 Ty(x,y,,) = Ty (x, + X, + 1)

Graficamente, esto queda claro al realizar la suma de vectores. Usando
el ejemplo inicial se tiene:

4 3 2 4 o 2
_1 g
(0,-2)
\
_2_
i
(-3,-4) )
/
s
(-3,78)
; -4
| ’
| il
| s
7 -5
|
|
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Habilidades
de andlisis,
interpretacion y
sintesis

Esta misma conclusién es posible realizarla -o corroborarla- desde el
contexto del problema, siendo atin mas simple comprender el resultado
de la composicion. Para ello se puede primero trasladar dos veces el
punto A4 segin T, y T,,y luego trasladarlo una tnica vez, segin T;.

De forma natural, en problemas de este tipo se puede estudiar la
propiedad conmutativa, para ello se puede pedir a los/las estudiantes
que realicen la composicién 7, o T, y que el resultado lo comparen
con elobtenidoen 7} o T, .Notaran que en ambos casos los resultados
son iguales.

El/la profesor/a puede ir mas alld y ahora pedir a los/las estudiantes
que generalicen un resultado para la composicién de dos o mas
traslaciones, cada una segtin un vector dado. De este modo notarén
que la compuesta de traslaciones es siempre una traslacién, cuyo
vector se obtiene sumando las coordenadas de los otros vectores.

De este mismo modo se recomienda realizar los analisis
correspondientes a la composicién de rotaciones y a la composicién
de reflexiones.

Ideas Basicas: La
composicién de
traslaciones es
equivalente a una
traslacion.
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Composicién de rotaciones

En este caso se recomienda usar el mismo centro de rotacién para
ambas rotaciones y solo variar las medidas angulares. En cuanto al
contexto, el/la profesor/a puede usar el mismo del tesoro y el pirata
o idear alguno que le parezca més desafiante para sus estudiantes.
En esta propuesta, se agrega ahora el trabajo con poligonos, con el
fin de avanzar en la interpretacién de las composiciones y de evitar
que los/las estudiantes generalicen que cualquier composicién de
transformaciones isométricas es equivalente a una traslacién, lo que
se tiende a creer al hacer movimientos con solo un punto.

* En la figura, se desea llegar desde mover el triangulo AABC al
cuarto cuadrante, haciendo solo rotaciones en torno al punto
O de coordenadas (0,0). Estas rotaciones deben ser en sentido
antihorario y con medidas 90° y 180°.

* sHay una sola rotacién que permita, en el mismo sentido antihorario,
llegar desde A4 hasta B ? ;Como se caracteriza?

Con este problema, y otros similares, se espera que los/las estudiantes
noten que la aplicacién sucesiva de dos rotaciones, con un mismo
centro, da como resultado otra rotacién, que conserva el centro de la
rotacién y cuyo angulo de giro es la suma de los dos angulos iniciales.
Simbélicamente esto puede escribirse como:

R (0,a) o R)(0,p) = R,(O,a + f)
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Habilidades
de analisis,
interpretacion y
sintesis

Es importante complementar la notacién matemdtica con las
representaciones gréficas, con ejemplos concretos, de modo de
relacionar siempre las representaciones y transitar libremente por
ellas:

|
I

!
w

|
]

1
[
5]
I
(]

A

Cuando la composicién de rotaciones se lleva a cabo y los dngulos de
cada una de ellas suman mas de 360° se puede observar cémo la figura
da un giro completo sobre el centro de rotacién. Por ejemplo, si se
lleva a cabo la composicidn siguiente, donde 0O es el centro del plano
cartesiano:

R,(0,180°) 0 R,(0,270°) = R,(0,450°)

A su vez, se debe tener presente que un giro completo equivale a 360°,
por lo que 450° puede ser considerado como 360° + 90°. Es decir, la
composicion de R, y R, es equivalente a una rotacién en 90°.

Para componer tres o més rotaciones, se puede proceder usando las
mismas representaciones anteriores, con el fin de descubrir que la
composicién de rotaciones es equivalente a una rotacién, cuando el
centro de rotacién en todos los casos es el mismo, y la medida del
angulo de giro sera la resultante de la suma de las medidas de los
angulos de cada rotacién por separado.

Ideas Basicas: La
composicién de
rotaciones con el
mismo centro es
equivalente a una
rotacion.
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Composicién de reflexiones

En la figura se muestra una flecha y dos rectas, como ejes de simetria.
Se espera que al aplicar las reflexiones sea posible dejar la flecha
“apuntando hacia el mismo lado” que en la figura original. ;Es posible
lograrlo aplicando las dos reflexiones?

* ;Se puede dibujar una recta que permita reflejar la flecha y hacerla
coincidir con la resultante de las dos reflexiones anteriores?

Ante esta pregunta se espera que los/las estudiantes analicen si la
composicién de reflexiones es también una reflexién. Primeramente se
recomienda que los/las estudiantes busquen la recta adecuada a partir
de la gréfica en el plano cartesiano, pero si se presentan dificultades,
es preferible recurrir de inmediato al doblado de papel, y luego volver
a esta representacion.
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Habilidades de
investigacién

En este caso, al aplicar en forma sucesiva las reflexiones, la flecha
queda como se muestra en la figura, en la resultante roja:

En este ejemplo, los/las estudiantes pueden deducir de forma simple
que no hay una recta que permita hacer la reflexidn desde la flecha
negra a la roja. Ahora bien, si solo fuese un punto si seria posible
encontrar el eje de simetria. Es importante entonces que los/las
estudiantes analicen varios casos antes de generalizar, mas aun, se
puede pedir a los/las estudiantes extraer conclusiones parciales segin
si se refleja un punto o una figura. Ademas, las conclusiones variarén
seglin las posiciones relativas de los ejes de reflexién usados. En este
caso se puede estudiar las opciones para:

» dos rectas paralelas,
* dos rectas perpendiculares
* o dos rectas secantes (no perpendiculares)

Un caso particular en las reflexiones es la composicion de dos
reflexiones consecutivas a un mismo poligono, el resultado serd
equivalente a aplicar una traslacién a dicho poligono, y el médulo del
vector se puede determinar a partir de la distancia entre los ejes de
reflexion.

Ideas Basicas: La
composicién de
reflexiones para
una figura, no es
necesariamente
equivalente a una
reflexion.
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En la composicién de reflexiones se da un caso interesante de estudio,
cuando se realiza la composicién sobre la misma recta. Mediante un
ejemplo se puede observar la regularidad que la hace interesante de
estudiar:

Por ejemplo, si el Poligono 1 de la figura se refleja respecto del eje
Habilidades de X bti | Poli 2 siel Polf o) flei
resolucion de se obtiene el Poligono 2. Si el Poligono 2 se refleja respecto
problemas del eje X nuevamente se obtendra como resultando el Poligono 1. Si
se vuelve a reflejar el Poligono 1, se obtendra el Poligono 2, asi
sucesivamente.

Poligono 1

En términos generales se puede afirmar que el resultado de la
composicion de reflexiones del Poligono 1 es el Poligono 2 solo
si la composicién se realiza una cantidad impar de veces. En caso
contrario, se obtendra el Poligono 1.

Para visualizar las composiciones de las transformaciones isométricas
es recomendable apoyarse de recursos digitales, los que permiten una
pronta visualizacién de los resultados, pudiendo centrar la tarea en la
interpretacién y no en los célculos. A continuacién se listan algunos
recursos digitales de simple manipulacién, pertinentes al nivel de los/
las estudiantes:
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* Transformaciones — Composicién:
‘ D’
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http://nlvm.usu.edu/es/nav/frames_asid 294 g 2 t_3.html

Este recurso permite combinar dos transformaciones isométricas,
componiendo tales transformaciones de forma libre. Esto aporta a
que los/las estudiantes puedan comprender que en algunos casos la
composicion de dos transformaciones isométricas da como resultado
otra transformacién isométrica conocida.
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* GeoGebra:

o GeoGebra — O B
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Vepidha Ayuda \

Conectar...

2] A OO ATl =T\ 59
L LR / | Simeria Axial \
.-' Simetria Central 4
k Inversion
:. Rotacién
= /: Traslacion
.+° Homotecia Y
R R T T R R -‘5-4 ) 7 8 5 o 11 12 13
-6
Entrada’ | @

Descarga: http://www.geogebra.org/

Este programa matemdtico permite trabajar todos los aspectos
geométricos relacionados con las transformaciones isométricas. En
particular, usando la opcién remarcada en la figura, se pueden realizar
de forma automédtica las transformaciones requeridas, de modo de
visualizar répidamente composiciones deseadas.

Se destaca que un buen aprendizaje serd alcanzado cuando los/las
estudiantes puedan hacer uso de las distintas representaciones que
caracterizan a las composiciones de las transformaciones isométricas,

de forma libre y segln les parezca dependiendo de las condiciones del
problema.
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Parte 3: Profundizacion

Habilidades
de andlisis,
interpretacion y
sintesis

En estos momentos, se hace necesario definir formalmente los
conceptos estudiados a partir de las distintas representaciones
utilizadas. Es por ello que se propone una definicién pertinente al nivel
escolar de los/las estudiantes*°:

Una Composicién de isometrias o transformaciones isométricas es un
proceso que implica aplicar dos o mds isometrias sucesivas a una figura.

Composicion de traslaciones: Cuando una figura es sometida a mds de
una traslacidn segun distintos vectores, esto se denomina composicion
de traslaciones. El resultado de esta composicion es una nueva traslacion,
cuyo vector corresponde a la suma de los vectores previos.

Composicion de rotaciones: Suponga que se tiene dos rotaciones de
centro Oy dngulos oy . Al componer ambas rotaciones, el resultado
es otra rotacién con el mismo centro y dngulo a+ 3.

Composicion de reflexiones: Para el caso de la composicién de dos
reflexiones es posible distinguirtres casos, respecto de los ejes de simetria:

a. Cuando los ejes son paralelos: El resultado de la composicién es una
traslaciéon cuyo vector de traslacién es perpendicular a los ejes y
longitud igual al doble de la distancia entre los ejes.

b. En el caso de que los ejes sean perpendiculares, el resultado de
la composicién es una simetria central respecto del punto de
interseccién de los ejes, o bien, es una rotacién en 180° con
respecto al punto de interseccion de los ejes.

c. Si los ejes son concurrentes y forman entre ellos un angulo ay se
intersectan en O, el resultado de la composicién es una rotacién de
centro O y angulo de rotacion 2o

Se recomienda que se planteen los casos de la composicién de
reflexiones para mas de dos ejes, y se lleguen desde casos particulares
a generalizaciones. Lo relevante es notar que no hay una regla general,
como en el caso de las composiciones de traslaciones o rotaciones.

49. Geometria.cl. 2008. Material del Profesor. Centro Comenius, Universidad de Santiago de
Chile.

Conexiones: La
composicién

de una misma
transformacion
isométrica aplicada
a ciertos poligonos,
puede permitir
teselar un plano.
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Habilidades Ahora, es esperable que los/las estudiantes puedan poner en practica lo
comunicativas aprendido de modo de corregir posibles errores. Ademds, se recomienda
que en todo momento puedan exponer al curso sus hallazgos, con el fin
de desarrollar las habilidades comunicativas, producto del aprendizaje

colaborativo.

Algunos ejemplos que pueden aportar a la practica y la profundizacién
son:

1. Aplica al poligono de la figura las siguientes composiciones de
transformaciones isométricas:

a. T(-2,3) o R(0,180°)
b. S, 0oT(-1,-2)0 S,

c. Aplica al poligono la composicién de 2 o 3 transformaciones
isométricas y obtén la misma imagen que en (a).

d. ;En qué casos la composicién es conmutativa?

e. ¢Existe una transformacién isométrica (no compuesta) que
permita llegar de la figura original a la resultante luego de
aplicarle la composicién (a) o la composicién (b)?
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Las respuestas a las tareas anteriores son:

a4

T(-2.3) o R(0.180°)

0 / _E.//‘H 3 3

£ .
| R(0,180°) :
- = ]
- T(-1,-2) o Sy -

Sy 0T(-1-2) 0 S

. Se puede aplicar al poligono la composicién
T(3,-2) o R(0,270°) o Sx

Se puede probar en cada caso, invirtiendo el orden de la composicién aplicada.

. En el caso de (a) de deberia aplicar la composicién R(O,180°) o T(-2,3), la
que es no equivalente a la composicién 7'(-2,3) o R(O,180°)

Para (b) tampoco se cumple la conmutatividad. Se destaca en este caso que
también es posible analizar la asociatividad de la composicién ya que son tres
las transformaciones involucradas.

En el caso de (a) visualmente es posible determinar la transformacion
isométrica equivalente a la composicién dada, en este caso es una rotacién
de centro (-1; 1,5) y angulo de 180°.

. En el caso de (b) también se puede notar que una rotacién es equivalente a la
composicion dada, en este caso tiene centro (0,5; —1) y angulo de 180°
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2. Encuentra la traslacién 7, tal que al componerla con R(0,90°) y aplicarla
al Poligono 1 se obtiene como imagen el Poligono 2.

(T 0 R)(Poligono 1)= Poligono 2

5_
4_
3_
Poligono 1
2_
“]_
glO
5 4 3 2 o b 3 4 5
-1 - —
S
/ Poligono2 |
.
.
|
o
~.
o
_3_ -
_4_

La respuesta a la situacién recién planteada es la traslacién de vector
(4,1), en definitiva, (T(4,1) o R(0,90°)(Poligono 1) = Poligono 2

En estas actividades propuestas, lo importante es poner en juego todo
lo aprendido sobre la composicién de transformaciones isométricas
y que usen las representaciones estudiadas para corroborar los
resultados.

Se recomienda que el/la profesor/a pueda concluir las actividades
propuestas pidiendo a los/las estudiantes que realicen una actividad
de sintesis que consista en explicar con sus propias palabras lo
aprendido. Ademas de sintetizar los conceptos claves, se les puede
incentivar a comunicar de forma libre cuédnto han aprendido creando
un cuadernillo en el que expongan su aprendizaje, tal que al leerlo,
cualquier persona podria comprender lo mismo que él sobre la
composicion de transformaciones isométricas.

Esta actividad podria, sin dudas, convertirse en una poderosa sintesis
que pone en accién estrategias de meta conocimiento y meta
cognicion. A la vez, puede servir como herramienta de evaluacion.
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GUIA ESTUDIANTE




Composicion de -
Transformaciones Isomeétricas

O Objetivo:
Estudiar la composiciéon de transformaciones isométricas en el plano y
caracterizarlas segun sus propiedades.

Ten presente que: Puedes desarrollar las
actividades en el orden que mas te ayude
a aprender, pero no dejes de contestar las

preguntas que tienen un icono de un lapiz,
con ellas podras evaluarte y saber si estas
logrando las metas de la clase.
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Preguntas previas

© Enuna ventana se decidié pegar ldminas adhesivas de un mismo disefio para evitar que
se viera desde afuera. El disefio que resultd se muestra en la figura:

+ ¢Qué movimiento isométrico se hizo para lograr este disefio? Argumenta.

« Silas ldminas se numeran desde el 1 en forma ascendente y hacia la derecha
¢Puede obtenerse la ldmina 3 a partir de la ldmina 1, realizando un Unico
movimiento isométrico? ;Cudl seria ese movimiento?
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() Usando el disefio de las ldminas adhesivas, haz tu propio disefio aplicando movimientos
sucesivos, de un solo tipo.

@ Antes responde ;cudntos movimientos isométricos podras aplicar? ;Cudles son
sus nombres y sus caracteristicas?.

+ Disefio 1.Usandosolo ... ...

+ Disefio 2. Usandosolo ...
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+ Disefio 3.Usandosolo ... ...

@ Ahora, haz un disefio en el que apliques dos movimientos distintos de forma
sucesiva:

+ ¢Pudiste teselar el plano con los movimientos hechos? Describe qué ocurrid.

@
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m

Nota: si no recuerdas la definicidn de teselar, constiltala a tu profesor o profesora.
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Composicion de traslaciones

() Observa el poligono:

*Ubicalo en el plano cartesiano y luego aplica dos traslaciones sucesivas 7,y

T, al poligono segun los vectores v,(2,-1) y v,(=3,4). Procura que las figuras
no queden fuera del plano.

+ Encuentra un vector de traslacion v, que permita trasladar el poligono
inicial y hacerlo coincidir con la ultima figura obtenida luego de hacer las dos
traslaciones.
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En el plano cartesiano anterior marca ese vector con un color diferente.

Completa la tabla con los movimientos realizados:

Vértices Ingreso per capita

Poligono inicial Traslacién 1y Traslacién 2 Vértices figura final

¢Qué relacién hay en entre los vértices de la columna 2 y 3? Describela.

Compara tu conclusién con la de otros/as comparieros/as ;Qué relacién hay?
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Cudles son las caracteristicas de la traslacién 7, que compone las traslaciones
Ly Iy

©

 Aplique ahora las mismas traslaciones pero intercambiando el orden de los
vectores.

+ ;Qué puedes concluir?

138 » Matematica / 1°" afio de Educacion Media




GUTA N° 1/ ESTUDIANTE

S5
S c
C 8
g
c
a 3
O O
— =
T @© | | | | | | | |
o 5 I N S - - e
5 & N T
2% ! " : " ! " " !
g © i prmmsEmass == ik
' ' ' <5 A g% F
" : " 29 i Bamne i s SRR, ) e i .
L - . 9° = _ _ ! _ | ! _ _
: > 2 o A .
.’ O m© i St [ 8 Bl [ r< -~ T~ (i T
R - .. £ . ! ! ! ! ! ! ! !
: 8 5 : ! : " ! " " !
(%] | ] | ] ] | ] |
' g S .m “ T T T 2 | T T “
- = g € =r [ap] [ — O — o [ap] <
sesfeces .llll*ll m o @ | | | |
o ' o o [t----- s b ¥ e
[g] : m mvuo £ i i i i _ i i i i
) ' 2V : ! " ! ! " ! "
v ' = — S O SR U U NI U SO S S— -
c . ' H ) oO = | | | | I | | | |
K= g2 9 ! A oo !
1] | | | | | | | |
C o a lm - T T T T T T T [ P | |ﬂ’|_u I D I [ T 77
a ) o) | | | | | | | |
£ < °c o 3 : " " " : " " "
o 5 59 o I - b S <+ ' [
- 80 D2 e B
(- —
(¢) o o Xy
O b= R
[ c O
S E: g 53
\[o) o0 5 E ™
= «n o C
(8 © D O w
-ﬂ —
a -
o &
o 2
m 0
@)
S o

Guiones Didacticos y Guias para el/la estudiante » 139

50. Actividad adaptada de: Matemética Interactiva. Aprender + Creando Soluciones. Centro Comenius.
Universidad de Santiago.



+ ¢Puedes encontrar un Unico movimiento isométrico que permita mover la
figura original a la figura resultante final? ;Cual es y qué caracteristicas tiene?

@ ¢Cémo se relacionan los angulos originales con el angulo de la rotacién
resultante?

+ Compara tu conclusién con la de otros/as comparieros/as ;Qué relacion hay?

@ ¢Cudles son las caracteristicas de la rotacién R, que compone las rotaciones
?
R, yR:
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Si compones tres rotaciones en un mismo sentido y la suma de los angulos
correspondientes es 360° ;qué movimiento resulta ser el movimiento
resultante?

Aplica ahora las mismas rotaciones del inicio pero intercambiando el orden.

¢Qué puedes concluir?
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Composicion de reflexiones

() Observa la figura y las dos rectas paralelas. Refleja la figura segtin las dos rectas.

---------------------------------

,,,,,,,,,,,,

___________

____________

____________

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

*****************************************

__________________________________________

-------------------------------------------

--------------------------------------------

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

+ ¢Puedes encontrar un Unico movimiento isométrico que permita mover la
figura original a la figura resultante final? ;Cudl es y qué caracteristicas tiene?

+ ;Qué relacién hay entre la magnitud del vector de traslacién y la distancia

entre los ejes?
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¢Cual es la direccidn y sentido del vector que traslada la figura original a la
posicién de la ultima figura reflejada? Escribe el vector como par ordenado.

¢Cudles son las caracteristicas de la traslacion 7" que compone las reflexiones
de ejes paralelos S, y S,?

Guiones Didacticos y Guias para el/la estudiante »



Observa ahora la figura y las dos rectas perpendiculares. Refleja la figura segun las dos
rectas.

5 -5 -4 -3 -3 4 |01 2 I 4 5

¢Puedes encontrar un Gnico movimiento isométrico que permita mover la
figura original a la figura resultante final? ;Cudl es y qué caracteristicas tiene?
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« ¢Qué relacién hay entre el punto de interseccién de los ejes y el movimiento
rigido encontrado anteriormente?

¢Cuales son las caracteristicas de la rotacién R que compone las reflexiones de
@ ejes perpendiculares S| y S,?
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Observa la figura y las dos rectas que se intersectan (sin ser perpendiculares). Refleja la
figura segun las dos rectas.

6 -5 -4 -3 2 H V1 2 3 4 5

¢Puedes encontrar un Unico movimiento isométrico que permita mover la
figura original a la figura resultante final? ;Cudl es y qué caracteristicas tiene?

¢Qué relacion hay entre el punto de interseccién de los ejes de simetria y el
movimiento rigido encontrado anteriormente?
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¢Qué relacién hay entre la medida del dngulo de interseccién de los ejes
de simetria y una de las caracteristicas del movimiento rigido encontrado
anteriormente?

¢Cuales son las caracteristicas de la rotacién R que compone las reflexiones de
ejes convergentes S, y S,?
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() Usando la misma figura, dibuja los pares de rectas paralelas, perpendiculares o
convergentes usadas anteriormente. Luego aplica las reflexiones en el orden contrario a
cémo lo habias hecho.

77767574737271001 2 3 4 5 6 7
,,,,,, T s
------------------------------------- B e S
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T B R
..................................... R

+ ¢Qué puedes concluir?
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© Conversa con tu clase y responde las siguientes preguntas:

+ sQué significa componer dos transformaciones isométricas?

+ ¢En qué composiciones se cumple la propiedad conmutativa?

@ Completa la tabla:

Composicién

Movimiento resultante

Simbdlicamente

ToT,

Donde: Vi (x,y)y V2 (x3,%,)

R oR,
Donde: R, (O,a)y R, (O, )

S, 08,
Donde: L, // L,

S, 08,
Donde: L, L L,

S, 08,
Donde: L, N L,={P}
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Evaluando mi proceso de aprendizaje:

() Revisa tu desempefio en la siguiente evaluacién: primero marca en los espacios que
corresponda en la tabla y luego responde a las preguntas.

+ Instruccién: En una escala de 1 a 5, califica de acuerdo al nivel de logro.
No necesité hacer esta actividad

No entendi esta actividad

Aprendizaje nivel bajo

Aprendizaje nivel medio

Aprendizaje nivel avanzado

Realizar transformaciones isométricas de
poligonos usando el plano cartesiano.

Realizar transformaciones isométricas de
poligonos usando notacién simbdlica.

Identificar las relaciones entre la composicién
de dos movimientos isométricos del mismo

Analizar la propiedad conmutativa en
las composiciones de transformaciones
isométricas.
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¢Cual es la mejor forma o material que te ayudd a comprender los conceptos
trabajados?

Otros aspectos de tu aprendizaje que quisieras resaltar. Describelos.
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