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P R O L O G O 

La Educación es al{<o dema
siado importante para que apenas 
los educadores cuidéñ de ella. 

l . Todos conocemos la gran confiabilidad que poseen algunos modelos 
en la vida moderna; tal vez, hemos e laborada o, por lo menos, visto un árbol 
genealógico o un organ igrama del funcionami ento de una empresa, donde las 
func iones de cada una de las personas están re lacionadas con las otras, y 
éstas, a su vez con las demás. Esta complicada red de comunicaciones, rami
ficac iones y sub-ra(11ificaciones permite alimentar a cada una de las funcio
nes y conectarlas entre sí por muy secundarias que puedan s er. 

Todo proceso supone metas bien claras y definidas, como también per
sonas que las realicen. No se puede planificar ningún proceso, por simple 
que parezca, s in antes concretar los nexos que permitirán a lcanzar esas me

tas u objetivos que actúan como puentes, los cuales irán in ter0relacionándo0 

se hasta unificar la toralidad: desde las simples operaciones has ta estructu0 

ras comple jas forma ndo sistemas entre los cua les es tá el que denominare
mos EDUCACION. -

La escue la es, en cierta menera, un medio, un nexo del conjunto de e le
mentos que conforman el proceso educati vo. Como expresión de la educación 
form al, e lla procura preponderantemente una formación s is temática a través 
de s us múltiples actividades, mediante la in teracción profesor0alumno de 
acuerdo a un marco normativo determinado. 

Las asignaturas son un medio y, al mismo tiempo, cada una es un ob0 

je ti vo. Pero es importante tener presente que en la mayoría de e llas , espe
cialmente del área científica, los conocimientos se entrelazan unos a otros 
desde los más elementales a los más complejos, de modo que cada paso 
que se adelanta, s upone tener vivencias previas de una cadena determinada 
de e llos . 

En este sentido, e l propósito nues tro consiste en ofrecer un instrumento 
que permita estructurar, de manera lógica y sistemática, un diseño de ense
ñanza0aprendizaje adecuado a cualquier currículo escolar. 
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2. Un diseño educacional es un instrumento pedagógico caracterizado por: 

2.1. Un conjunto de si tuaciones de enseñanza 0 aprendizaje estruc turadas; 

2.2. Presentar carácter de tota lidad en fun ción de l objetivo terminal pro 0 

puesto; 

2.3. Es tar dirigido preferentemente a l alumno, quien responde activamente 
cada situación, adquiriendo los conocimientos a través de sus propias 
vivencias ; 

2.4. Permitir que cada alumno trabaje a la ve loc idad que mejor s e acomode a 
s u propio ritmo; 

2.5. Ser fl ex ible, en el sentido que puede ser utilizado en cua lquier currícu lo; 

2.6. Ser adaptable a nivel regional y/ o local; 

2. 7. Ser perfectible, tanto en el aspecto tecnológico educacional e.orno en 
el as pecto de contenidos ; 

2.8. Expresar en términos operacionales los di ferentes obje tivos que lo con° 
forman, pa ra los efectos de s u eva luación; 

2.9. Jerarquizar los obje ti vos mediante una red que puede tener varios ca 0 

minos alternati vos; 

2.1 0. Ofrecer la pos ibilidad de determinar la entrada a la red de objetivos a 
través de la aplicación de un test de dia~nóstico inicia l. 

3. Por Aná li s is de Ta rea se entiende el método de descompos ición de 
una tarea comple ja en otras más s imples; o sea, se reconoce que toda tarea 
involucra la adquisición previa de otras más básicas . Por tarea se expresa 
toda actividad humana planificada tendiente a lograr una habilidad especí 0 

fica. 

La es tructuración de una jerarquía para estas tareas, lleva al concepto 
de Tarea Subordinada. 

Una tarea es s ubordinada s i presenta un alto grado de transferencia po~ 
si tiva para aprender otra habilidad, bien es pecífica. 

Al hablar de una Je rarquía de Aprend izaje aludimos a l conjunto de ca pa~ 
cidades intelectuales que tienen una relación ordenada entre s í; o también, 
la descripción de las re laciones de transferencias posi tivas entre habi lida 0 

des intelectuales . Es decir, e l conjun to de ca pacidades s ubordinadas a una 
tarea dada forma una JERARQUIA en el s entido que: 
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i) cada capacidad subordinada tiene transferencia positiva respecto a la 
tarea siguiente; 

i i) cada capacidad posee a su vez capacidades subordinadas. 
(Por secuencia de Instrucción entenderemos el orden en que el a lumno 
interactúa con el material de instrucción). 

Es decir, una jerarquía de tareas establece un conjunto de conductas 
previas subordinadas a la tarea terminal. Según el esquema de R. Ga~né, 
se or~anizan estos comportamientos en una secuencia que, terminando en el 
objetivo terminal, retrocede hasta comportamientos más básicos. Es decir, 
se parte del producto fina! ,u objetivo a alcanzar, y de ahí se van determinan
do las tareas inmediatas necesarias para lograrlo. Como producto de este 
análisis se obtiene una estructura que relaciona las tareas subordinadas 
y que denominamos RED de Objetivos o Tareas Intermedias. 

Ga~né habla preferentemente de la existencia de dos tipos de aprendi
zaje: de conocimientos verbales y de habilidades intelectuales (llamadas 
también capacidades o aptitudes). El conocimiento verbal se refiere a lo que 
una persona sabe o conoce. En cambio, las habilidades intelectuales están 
en relación con lo que una persona es capaz de hacer. Estas últimas consti
tuyen la base de una jerarquía de aprendizaje. 

Finalmente, y a modo de síntesis, puede decirse que el anál:sis de 
tarea "es una descripción cuidadosa de lo que una persona competente 
hace o se supone debe hacer al desempeñar una tarea. A base de esta des
cripción es posible derivar resultados que estén estrechamente ligados a la 
razón de la instrucción; por ejemplo, si la intención es capacitar a una per
sona para que actúe como neurocirujano, el análisis de la tarea requerirá la 
observación de cirujanos competentes en acción y la descripción detallada 
de cada paso obse rvado e implicado en su actuación. 1Una vez que sepamos 
qué es lo que hace un neurociru}ano competente cuando opera, nos será posi
ble seleccionar las metas de instrucción que tengan las mayores posibilida
des de satisfacer la razón de la enseñanza, o sea la formación de otro neuro
cirujano". 

O sea, el análisis de la tarea facilita la ·determinación de aquellos re
quisitos que deben haber sido adquiridos previamente y señala los que deben 
ser enseñados. 

4. En relación a evaluación, nuestro objetivo se logra en la medida que 
el alumno, a través de sus vivencias, adquiere lina capac,itación que le per
mita alcanzar el o los cambios conductuales esperados. 
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La evaluación debe ser muy realista, es decir, adecuarse a los límites 
de capacitación, tiempo y otros que se puedan prever. Además, e l profesor 
establecerá de antemano lo que el a lumno debe rendir como mínimo aceptable, 
procurando el cumplimiento del nivel taxonómico pre-fijado. 

Considerando que la evaluación es un proceso necesar io y contínuo , 

cada uno de los objetivos involucrados en la red correspondiente deben ser 
evaluados en el momento oportuno. 

Finalmente cabe señalar, que, como todo instrumento educacional, los 
diseños de ben ser experimentados en el aula y, sobre la base de los resulta
dos o experiencias recogidas, modificados en aquellos aspectos que sean 
pert inentes ' (validación del diseño). 

5. Los es fuerzos destinados a elaborar DISEMJS DE APRENDIZ AJE 
tienen por finalidad experimentar con técnicas alternativas a la clase expo 0 

s iti va, sustentadas en una sólida concepción psicológica de l aprendizaje de 
la matemática. Para e llo es necesario atenuar el procedimiento vigente en 
que el profesor actúa desde una posición central de potencia, y s ustituirlo 
por el aprendizaje individual o en peqtieños grupos, a partir de un materia l 
concreto y de instrucciones escritas, de ta l modo que la actuación del profe
sor sea la de guía y consejero. El material y los trabajos deben adaptarse a 
las etapas por las que pasan los educandos. -Lo expuesto anteriormente no s ignifica que de ba dejarse solo al alumno 
para que e lija su propio camino, su propia metodología. L o que s í debe tener 
es libertad para actuar dentro de una cierta situación de redescubrimiento. En 
relación a l us o de material estructurado de tipo manipulativo, és te tiene ca 0 

rácter aux iliar y su objeto es facilitar la abstracción lógico-matemáti co y no 
sustituirla: s on sólo el punto de partida y de apoyo para las operaciones de 
la razón. 

Es peramos que el profes or se muestre sensible a estas nuevas condicio0 

nes. 
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l. INTRODUCCION 

Los grupos matemáticos constituyen uno de los conceptos fundam entales 
de la Matemáti ca actual. Su estudio nació en los inicios del siglo pasado, 
relacionado con la teoría de ecuaciones alge brai cas. Dos jóvenes brillantes, 
a qui enes la mu erte segó prematuramente EVARISTE GALOIS (1811-1832) Y 
NIELS ABEL (1802-1829), entrevieron la importantísima noción de GRUPO, 
que sin duda fu e la piedra inaugural del Al gebra Moderna . Sin embargo , hubo 
que esperar algunos años para que FELIX KLEIN (1849-1925) y otros, descu
bri eran que no sólo iluminaba toda el Algebra, s ino qu e servía también de es
la bón maestro para es tructurar la Geometría general, incluídas las "no eucli
dianas" por el méto,c;lp de las transformaciones por traslación, rotación, sime
trías, etc. 

Los grupos aparecen en un sorprendente núm ero de materias que aparen
t emente no están relacionadas entre sí. Así, no sólo se encuentran en la 
Geometría y en la Topología, en el Análisis y en el Al ge bra, sino también en 
la cristalografía, en la mecánica cuántica y aún en la Etolo gía molecula r. 

Uno de los conceptos in tui ti vos más importantes en las ciencias es e l 
de SIMETRIA y ésta puede s er descrita por los grupos. En realidad, muchos 
de los grupos qu e se encuentran en las ciencias son e l producto 1el estudio 
de la simetría. (Como la palabra simetría no es lo sufici entemente precisa pa
ra las necésidades de la Química y la Física, frecuentemente se habla de 
grupos de simetría). -

Bajo la égida de la estructura abstracta de grupo, fortificada con el re~ 
florecimiento del "métódo axiomático" (HILBERT, PEANO), y mediante la 
idea unificadora de "CONJUNTO" (G. CANTOR, 1845-1918) permitió fundar 
el Algebra Moderna. 

A través de este diseño pretendemos la realización de actividades rela
cionadas con la estructura de grupo, y la reflexión que conducirá al alumno 
de la mano a extraer de .l.os ejercicios propuestos, por vía de comparación, 
todo lo que tienen en común las experiencias efectuadas. Finalmente, abs
traerá las ideas matemáticas subyacentes en el fondo de las situaciones 
planteadas, Es el estudio de estas actividades similares el que le permitirá 
comprender más ampliamente la estructura que nos preocupa. Cuando los ni
ños ven que surgen las mismas estruc;tµras en los distintos ejercicios, es 
cuando les resulta clara la naturaleza abstracta de estas es tructuras. Como 
resultado de esta comparación se introduce una idea importante de la mate
mática: Dos o más sistemas matemáticos constituídos por elementos difer.en~ 
tes pueden ser estructuralmente iguales, en cuanto a la forma como sus ele
mentos se combinan para dar otros elementos. Es el concepto de "isomorfis
mo". Su estudio es una de las maneras más eficac,es de enseñar las partes 
esenciales de una estructura abstracta. 
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Esencialmente, un grupo es un conjunto cuyos elementos pueden ser 
cualquier cosa, pero que deben estar ligados mediante una operación } ésta 
debe determinar un elemento particular del conjunto declarado como uni \·erso, 
al ser dados dos elementos cualesquiera del conjunto. Al par constituido por 
un conjunto no vacío G y una operación binaria * definida en G se lP llama 
GRUPOIDE. Además, existen otras propiedades que debe cumplir un grupoi
de para ser denominado grupo matemático: 

i) tener elemento neutro 
ii) que todo elemento G tenga i nverso o simétrico 

iii) asociatividad. 

NOTA: Un grupo (G, •) es ABELIANO si la operación * es conmutativa. 
11 

En muchas de las situaciones propuestas se trabaja con conjuntos fini
tos, donde cada una de ellas proporciona posibilidades de experimentación 
acerca de si se cumplen o no las propiedades enunciadas anteriormente. 

No está demás destacar que si bi en el Algebra es autónoma y por ello 
independi ente de consideraciones numéricas , reconocemos que en sus estruc
turas más fundamental es sigue el model o de las propiedades de l os sistemas 
numéricos más importantes. 

Es interesante que en cada una de las sucesi vas estru cturas algebrai· 
cas bási cas as i gnadas al conjunto universo por vía axi omáti ca, se deduzcan 
l as regl as operatori as que guían el cálculo al gebrai co el emental. Estas re
gl as eran el obj eto mi smo del ramo en la enseñanza tradicional, sin otro 
fundamento que el de l a justificaci ón accidental en determinados ej emplos 
numéri cos. Ahora, es importante que dichas regl as operatorias provengan ló· 

to de ent es bási cos que se manej a. L o expresado es obj eto de una etapa pos
teri or. 

L a axi omáti ca que se estipulará, despu és de efectuadas l as diferentes 
experiencias, en un conjunto G en el que se ha establ ecido una sol a opera0 

ción binaria entre sus el ementos tiende más que nada a asegurar l a posibili· 
dad de resol ver, en todos los casos , el problema invers o de dicha operaci ón. 
Tal es la importante estru ctura de grupo. 

2. OBJETIVO TERMINAL. 

Dados tres conjuntos finitos , distintos de vacío, de un número de ele• 
mentos menor o i gual que 6 ·Y una operación diferente definida en cada uno de 
los conjuntos dados, los alumnos reconocerán aquellas que tengan o no es
tructura de grupo Y/ o grupo abeliano, Cada una de las situaciones plantea-
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das, las realizarán en pequeños grupos , sin errores Y en un tiempo t* (por 
fijar) . 

Ni ve l taxonómico: Un primer ni ve l de a náli s i s . 

NOTA: El objetivo te rminal de un Diseño de Aprendizaj e 
es el objetivo de más alto nive l a alcanzar con un 
determinado tópico. P ara su formulación sugerimos 
la técnica propues ta por R. Mager, quien distingue 
en el enunciado de un o bj eti vo: 

i) Las condiciones bajo las cuales se es pera que 
el alumno demuestre el logro de l obj eti vo: 

DADOS O LIMITACIONES; 

ii ) Un comportamiento observable y específico : 
CONDUCTA. Al respecto conviene utilizar 
VERBOS, qu e desqe un punto de vista metodo
lógico , no tengan interpretación ambigüa, o 
sea, presentar la acción mediante vocablos 
que tengan relación directa con la actividad 
concreta, y qu e sean de fácil medición. Algunos 
verbos que presentan dificultades de este tipo 
son: saber, aprender, apreciar, etc •.• los 
cuales se podrán utilizar solamente completan
do las frases descriptivas, de tal modo que no 
haya ninguna duda acerca de lo que se espera 
que el alumno haga. 

iii ) El criterio que se utilizará para juzgar el logro 
del objetivo; esto es, establecer el nivel de 
desempeño aceptable: CRITERIO DE EVALUA· 
CION. Concretamente en él, se informa el nú
mero y tipo de ejercicios como también el 
tiempo y otras características exigidas como 
nivel mínimo de rendimiento. 
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3, JERA RQUIA DE APRENDIZA JE Y SECUENCIA DE INSTRUCCION. 

OBJETIVO TERMINAL 

ESTA BLECER EL CONCE PTO 
DE GRUPO A BEL/A NO 

ESTA BLECER EL CON 
CEPTO DE GRUPO 1-,-10- - - - -

ONS TAT AR L CONSTA TAR CONSTA TA R L A 
PROPIEDAD LA EXISTEN• EXISTENCIA DE 
DE ASOCIA TI • C/A DE ELE• ELEMENTOS IN• 
V/DAD EN UN 

7 
MENTO NEU-

8 
VERSOS ENUN 

GRUPOIDEDA TRO EN UN GRUPO/DE DADO 
DO (G, * ) GRUPO/DE (G, * ) 

DADO (G, *} 

12 

9 

CONSTRUIR LA TA-
BLA DE DOBLE EN• 
TRADA CORRESPON. 
DIENTE A UN GRU
PO/DE (G, *) SIENDO S 

ESTABLECER EL 
CONCEPTO DE OPE• 
RACION BINARIA EN 
UN CONJUNTO DADO 

4 

APLICAR EL CONCEPTO 
DE OPERAC/ON EN CONJUN 
TOS NUMERICOS Y NO NU~ 
MERICOS DADOS 

G CONJUNTO NO 
VAC/0 Y FINITO. 

RECONOCE R EL CONCEP• 
TO DE PRODUCTO CARTE
SIANO DE DOS CONJUNTOS 

RECONOCER LA IDEA DE 
PARES ORDENADOS DE 
ELEMENTOS 

IDENTIFICAR ELEMENTOS 
PROVENIENTES DE DIFE• 
RENTES UNIVERSOS NU
MERICOS 

12 

3 

2 

11 
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OBJETIVOS PARTICULARES 

Estos objetivos toman también en cuenta el esqu ema o modelo de apren
dizaj e qu e s e va a s eguir. Además de servir de guía metodológica y de pauta 
de evaluación , ofrecen al profesor alternativas para construir una prueba de 
diagnóstico al comienzo del dis eño, o en la elaboración de pru ebas parciales 
y/ o finales del proceso de aprendizaje. 

A modo de ejemplo, formulamos algunos objetivos de este tipo que ade
más de estar en estrecha relación con los objetivos qu e conforman la red de 
objetivos intermedios, los especifican aún más , inspirando las actividades 
qu e nos llevarán al logro de esos objetivos y por consiguiente, a nuestro ob
j e ti vo terminal. En su redacción usaremos la técnica propuesta por R. MAGER. 

DADOS 

(define las condiciones 
bajo las cuales el com 0 

portamiento debe pro
ducirse) 

l. Una lista de 8 ele
mentos pertenecien
tes a l9s conjuntos 
M.~.~.R. 

2. Dado un sistemá 
ortogonal de coor
denadas y diez pa
res ordenados de 
núm eros enteros, de 
los cuales al menos 
uno es el origen, 
uno en cada cua
drante y uno en ca-
da semi-eje. 

3. Dado un sistema or
togonal de coorde
nadas y cinco pun
tos marcados en él. 

4. Dados dos conjuntos 
A y B, no vacíos.de 
menos de 5 elemen
tos, 

CO~DUCTA 

( especifica el compor
tamiento terminal del 
alumno) 

el alumno debe !DEN· 
TIFICAR el universo 
al cual pertenecen 

el alumno debe UBI· 
CAR el punto corres
pondi ente a cada par 
ordenado. 

el alumno debe ANO
TAR el par ordenado 
asociado a cada punto 
dado. 

el alumno debe DES
CRIBIR el conjunto 
A x B 
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CRITERIO DE 
EVALUACION 

(patrón de rendimiento 
aceptable) 

Sin error 

9 de 10 

100% 

Sin error 



DADOS 

5. Dados dos conj un
tos A y B (A f. B) 
de a lo menos dos 
el ementos , 

6- Dado un conjunto no 
vacío K y una l ey 
de composición * 
definida por 
ª*b=a+b, 

7. Dado un conjunto A, 
no vacío y finito, y 
una operación * de
finida en A, 

8. Dada una tabla de 
do ble entrada, co
rrespondiente al 
grupoide (A , + ), y 
A conj un to finito de 
no más de cinco 
el ementos, 

9. Dado un grupoi de 
(K, * ), K conjunto 
numérico y finito, 

1 O. Dado un grupoide 
(K, * ), K conjunto 
no numéri co y fini
to. 

CONDUCTA 

el alumno debe VERI
FICAR que A x B f. 
BxA 

el alumno debe RECO
NOCER si es opera
ción en K. 

el alumno debe CONS
TRUIR la tabla de do
ble entrada correspon
diente, 

el alumno debe RECO
NOCER propiedades 
eventual es de una ope
ración en un conjunto, 

el alumno debe RECO
NOCER la estructura 
de grupo y/ o grupo 
abeliano a que obedece. 

el alumno debe RECO
NOCER l a estructura 
de grupo y /o grupo abe
liana a que obedece, 
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CRITERIO DE 
EVALUACION 

Sin error 

Sin error 

Sin error 

Sin error 

Sin error 

Sin error 



4. ANTECEDENTES Y ANALISIS DE LAS ACTIVIDADES 

ACTIVIDAD l. 

El par ordenado (a ,b) representa una identidad en la cual el "orden" en 
que están dados sus elementos es importante , es decir: 

i) a i- b 

ii ) (a,b) = (c,d) 

(a ,b) i (b,a) 

<=> (a= c) A (b = d) 

KURATOWSKI definió en 1921 el concepto de par ordenado de manera que 
satisface las exigencias anotadas: 

DEF. (a,b) - ·{{a,b} { a}} 
Razones de su adopción, ya que parece ser una definición artificial: 

l. Define ( a, b) como un conjunto 
2, Puede probarse la propiedad ii) 

Para nuestros fines, podemos decir que un par ordenado de elementos es 
un conjunto binarió {a, b }en la cual interesa no sólo los elementos de que s e 
trata sino especialmente el orden en que son mencionados. Se admite tambi én 
la posibilidad de que los elementos del par sean idénticos. Además (a,a) 
i {a} , lo que puede probarse considerando la definición conjuntista de Ku
ratowski. 

Que quede bien establecido que no es lo mismo el par (a, b) que el par 
(b,a), Sugerimos actividades lúdicas para consolidar el concepto de par or
denado, 

ACTIVIDAD 2, 
Persigue que el alumno sea capaz de marcar el punto correspondiente a 

ca9a par ordenado y, por otra parte, escribir el par ordenado asociado a un 
punto del plano cartesiano. 

Al punto A le corresponde el par (3,4); 
Al punto Ble corresponde el par (-3,1); 
Al punto C le corresponde el par (-2,-3); 
Al punto D le corresponde el par (5,-2); 
Al punto E le corresponde el par (4,0); 
Al punto F le corresponde el par (0,2); 

ACTIVIDAD 3, 
Si consideramos los pares ordenados (a,b), cuyo antecedente a es saca

do de .cierto conjunto dado A, cuyo consecuente b se extrae de otro -o del 
mismo- conjunto B, la totalidad de los pares ordenados así constituídos for
man a su vez un nuevo conjunto que se designa por A x B (se lee: "A -c~z 
B"), y que se llama PRODUCTO CARTESIANO del conjunto A por el con
junto B (en ese orden), 
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Evidentemente , el producto cartesiano de conjuntos es en ge ne ra l no 
conmu tati vo : 

AxB :;t Bx A 
A x B = B x A <=* (A = B) v (A = ó ) v (B = 0 ) 

En cambio, # (A x B) = # (B x A ) 

ACTIVIDAD 4. 
Para que una operación (bina ria ) esté bien definida en un conjunto (abs

tracto) dado K, debe ocurrir qu e a todo par ordenado de elementos en K x K 
le quede asociado un elemento único en K, 

En lenguaje de conjuntos, se expresa diciendo qu e una ope rac1on * en 
un conjunto K es toda correspondencia unívoca del produ cto cartesiano 
K x K al propio conjunto K: 

* K X K---K 

Es decir, V (a,b)E K x K, 3 !(a* b) E K 

Esqu emáticamente, la elección del par de elementos de K y la poste
rior combinación de ellos, puede repres enta rs e as í: 

KxK 

K 
o 

(a , b) 

b 

Respuestas a algunas situaciones planteadas: 

a) 1t no es operación en A = { -1, O, 1} , porqu e 

(1, 1) * 2 ff. A 

b) La multiplicación ordinaria es una operación binaria sobre 

S = { 1, -1} 

c) La multiplicación ordinaria no es una op eración binaria sobre T = { 1, 2} 

d) (Z, + ) grupoide ; (N, -) no es grupoide ; a-bEtN; V a; b EN, Luego ,-no es una 
operación bina'.· ia en .N; (~.-) grupoide, a-bE Z , V a ,bE :;;I; , Lue go, -es 
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una operacion binaria en ~ . (I, +) no es grupoide, ya que l a suma de dos 
impares es siempre par; (Q. , +) grupoide ; (Q., :) no es gru poide, porqu e a : O 
no está definido para ningún a E <Q y , por tanto, : no es una op eración bi
naria en Q. ; (Q.* , : ) grupoide. 

ACTIVIDAD 5. 
No existe elemento neutro en el grupoide (N , +) 

ACTIVIDAD 6. 
No existen elementos inversos en el grupoid e (N, +) 
Elementos inversos: si para cada a E K, 3 a'E K tal qu e a* a' = a '* ª = e 
(e=elemento neutro). a' se llama inverso de a. 

ACTIVIDAD 7. 
En el grupoide (A, *),se verifica la asocia ti vi dad y la conmlitati vi dad; 1 

actúa como elemento neutro. El inverso de 1 es 1; el inverso de 2 es 2. 

ACTIVIDAD 8. 
i) 

* 

6 
D 

6 

6 

ti 

D 
D 
D 

ii) No se cumple conmutati vi dad; se 
verifica la asociati vi dad; no hay 
elemento neutro (sólo lo hay por la 
izquierda); no cabe hablar de in
versos, ya que no se cumple la 
propiedad del neutro. 

El conjunto considerado destaca la entera arbitrariedad que existe para 
elegir las "cosas" con que se trabaja e n Algebra. 

NOTA: Como recurso general para observar rápidamente la conmuta ti vidad en 
una tabla opera:cional de doble entrada, basta examinar si ésta pre• 
senta resultados simétricamente iguales con respecto a la diagonal 
qµe desciende desde el rincón superior hasta el inferior derecho. 

ACTIVIDAD 9, 
En (A,•) se cumplen: "onmutatividad, asociatividad; elemento neutro., 

a; elementos inversos, 

En (A,*) no se cumplen ni la conmutatividad ni la ·sociatividad; no hay 
elemento neutro y por consiguiente, ningún elemento de A tiene inverso, 
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ACTIVI DAD 10, 
Aquí s e introdu cen las nociones muy intuitivas de Operador y Estado 

ideas que pudieron haber sido introducidas más al comienzo. Des de el punto 
de vis ta ps icológico son muy útiles , ya que resulta muy . natural componer 
operadores , es decir, aplica rlos uno después de otro , uno al resul tado del 
otro. Los estados son las posiciones particulares de los obj etos y los opera m 
dores son los qu e tenemos qu e hacer para "mover" los obj etos des de una po
s ición a otra . 

i) 

* No Si 

No No Si 

Si Si No 

ii ) Elemento neutro: No 

iii) Se verifica la asociati vidad 

* es una operación en 
E = { No, Si} 

iv) Cada elemento de E ti ene inverso: el inverso de No es No; el inverso de 
Si es Si. 

ACTIVIDAD 11. 
a) 

e o 

o o 

1 1 

1 

1 

o 

En esta actividad, las cifras no tienen 
propiamente un significado numérico, sino 
el de simples "marcas" qu e facilitan la 
operación a realizar con estos elerr:entos. 

b) e es operación en M = {0,1} ; s e cumple asociati vidad; elemento neutro: O; 
el invers o de O es O; el inverso de 1 es l. 

c) Al comparar la tabla de la operación * del interruptor con la tabla de la 
operaci·ón e de la adición módulo dos, los alumnos descubrirá n "que es la 
misma:'Basta asociar el "cero" con el "No" y el "uno" con el "Si". 
La estructura de los dos grupoides es la misma, pero no se confunden: se 
di ce que las estructuras de estos dos grupoides son "isomorfas" respecm 
to de las propi edad es ope ra ciona les. 

En la parte del alumno hemos entregado el concepto de GRUPO y de 
GRUPO ABELIANO, 

La denominación de "abeliano" da la oportunidad para que el profesor 
indique un interesante trabajo de biblioteca para los alumnos: investigar 
quién fue NIELS ABEL (1802 - 1829) y EVARISTE GALOIS (1811 - 1832), 
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otro matemático de esa é poca a quien s e debe la invención de los GRUPOS, 

NOTA: Un GRUPOI DE es un par (G, • ) qu e consiste en un conjunto no vacío 
G, llamado conjunto fu ente o subyacente , y una operación binaria 
* definida en G. 

Si el grupoide es asociativo rec ibe e l nombre de semigrupo, Por lo ante
rior, pod emos definir un GRUPO como un semigrupo que posee e lemento 
neutro y en el que todo e lemento tiene su inve rso. 

Si empre qu e definimos un grupo, seguimos los pasos siguientes: 

a) se de fine un conjunto -G, distinto de vacío ; 
b) se de fine una ope ración binaria * en G; 
c) se verifica qu e el grupoide (G, •) tiene elemento neutro ; 
d) se verifica que el grupoide (G, •) es un semigrupo ; 
e) se verifica que todo elemento de G tiene in ve rso respecto de * e n O, 

Así, pues , e l "grupo de los movimientos del in terruptor" es "isomorfo" 
al grupo de la "adición módulo dos ". 

El momento de la conclusión, en el cual el alumno redescubre que estos 
ejercicios tienen el mismo conjunto de reglas o "gramática" , puede ofrecerle 
ins tantes de real satisfacción, así como los ejemplos sigui entes , culmina n
do de esta mane ra una interesante aventura mental, 

ACTIVIDAD 12, 

a) B; A; I; D * D = I 

b) No influy e 

c) 9 

d) 

* N D 

N N 

D D 

I I 

e) Es grupo abeliano, 

ACTIVIDAD 13, 

D 

I 

N 

I 

I 

N 
-

D 

Se obtiene la siguiente tabla: 

19 



Ell 1 ?. 3 

1 2 o 1 

2 o 1 2 

3 1 2 o 

La disposición de los elementos es s imilar a la tabla de la actividad 12, 
pe ro EB no es una operación en A = { 1, 2, 3.} , porque , po r ejemplo, 

2 EB 1 = Of/. A. 

En cambio, EB es una operación en B = { O, 1, 2} 

Las estru cturas de los grupoides (R, *) y (B, EB) son isomorfas. 

5. EVALUACION FINAL 

Ejercicio 1 
i) 16; ii) * 

N 

I 

D 

o 

N 

N 

I 

D 

o 

iii) Es grupo Abeliano. 

I 

I 

o 

N 

D 

iv) Si, resulta la siguiente tabla: 

+ o 1 

o o 1 

1 1 2 

2 2 3 

3 3 o 

D o 

D o 

N D 

o I 

I N 

2 3 

2 3 

3 o 

o 1 

1 2 
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Ejercicio 2 
Las simetrías axiales y rotacionales del triángulo equiláte ro dete rminan 

la siguiente tabla: 

* Ro R1 R2 81 82 &.3 

Ro Ro R1 R2 81 82 &.3 

R1 R¡ R2 Ro S¿ &.3 81 

R2 R2 Ro R1 83 8¡ 82 

81 8¡ 82 83 Ro R2 R1 

82 82 83 81 R1 Ro R2 

-
83 83 8¡ 82 I½ R¡ Ro 

i) El grupoide (T, *) es Grupo , pero no Abeliano . 

ii) El grupoide (R, *) es gru po Abeliano. 

Ejerci cio 3 
a) 

# N D R A B e 

N N D R A B e 

D D R N e A B 

R R N D B e A 

A A B e N D R 

B B e A R N D 

e e A B D R N 
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b) No hay diferencias en su estructura con respecto al ejercicio 2, 

INFORMACION ADICIONAL 
• Metodología del Trabajo, Organizar el curso en grupos de 4, 5 ó 6 niños, to· 

mados al azar. 

- Motivación. Se sugiere que el profesor de al curso las instrucciones bási• 
cas para el buen desarrollo y éxito del trabajo, Al mismo tiempo, estimule 
el interés de los educandos para conocer la actividad que realizarán a con• 
tinuación. 

• Rol del profesor. Guía y consejero del quehacer docente, papel insistente
mente recomendado en los últimos tiempos, En esta modalidad de trabajo, 
el niño debe tener la necesaria libertad para actuar dentro de una cierta si· 
tuación de redescubrimiento. 

Como culminación del trabajo de los diferentes grupos, el profesor pro
vocará una discusión final con el objeto de resolver situaciones que pudie
ran exigir aclaración, con participación preferente de los alumnos. 

6, Bibligrafía de consulta, 
Z.P.DIENES·E,W. GOLDING: "Grupos y Coordenadas". Barcelona, Edit 

Teide, 1970, 

Z,P,DIENES·: "Introducción al Algebra". Barcelona, Edit. 
Teide, 1971. 
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l. Introducción. 
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4. Evaluación final. 
5, Bibliografía. 





l. INTRODUCCION. 

El propósito de este diseño es introducirlos en una primera estructura 
algebraica básica con el fin de fundamentar a continuación las reglas de 
cálculo algebraico ordinario. Se pretende no sólo reforzar el concepto de es
tructura por una parte, sino que fundamentalmente desarrollar un álgebra como 
exis te hoy: como disciplina matemática abstracta que se ocupa de las opera
ciones a realizar con los elementos a rbi trarios de un conj un to dado cualqui e
ra. Esperamos que al té rmino de este diseño pueda ser capaz de: 

i) Reconoce r variados modelo s que presentan la estructura de Grupos y /o 
Grupo Abeliano, 

- Descubriendo como se relacionan los elementos de un conjunto de acuer
do a las reglas de combinación definidas entre ellos; 

- Identificando el elemento que combinado con otro cualquiera del conjun
to no lo modifica (elemento neutro); 

- Descubriendo pares de elementos qu e al ser combinados por medio de la 
operación definida en el conjunto, da como resultado el elemento neutro 
( elementos inversos o simétricos); 

- Reconoci endo la propiedad asociativa, que alude a la operación reitera
da, practieada ca.da vez . con tres elementos ; 

- Reconociendo la propiedad conmutativa, que alude a la operación prac
ticada cada vez con dos elementos, cambiando el orden de ellos. 

ii) Comparar actividades similares para determinar aquellas que, teniendo di
ferentes elementos, son estructuralmente iguales con respecto de las pro
piedades operacionales. 

2. MATERIALES REQUERIDOS. 
Cada grupo de trabajo debe disponer de: 
- Un cuarto de pliego de cartulina.· 
- tJn compás, regla (graduada), escuadra, cuaderno. 
- Una tij era u hoja de afeitar. 

3. ACTIVIDADES A REALIZAR. 
Actividad 1. 

Considere el conjunto formado por los números naturales 2 y 3. Este 
conjunto, como bien sabes, pu.ede ser representado por 

{2,3} o {3,2} • Es decir, { 2,3} = { 3,2 } . 

Esto significa que al nombrar los e lementos de un conjunto, no importa 
el orden en que lo hagamos. 
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Lo anterior no es siempre válido. Veamos un caso en que el orden de 
los el ementos ti ene especial importancia. 

1 2 3 4 5 6 

DO DDDD 
2 DD~DDD 
3 0DDDDD 
4D D D DDD 
s O D DDDD 

Supongamos que en su sala 
los bancos están arreglados 
como lo indica la figura, con 
las filas y co lumnas numera
das. Su asi ento está señala· 
do por la región sombreada. 

Si le preguntan en qué lugar 
de la sala se sienta, ¿cómo 
respondería? 
• "Estoy sentado en la ••• 

fi la y en la • . . colum 0 

na. " 
¿Sería precisa su respuesta 
si sólo contestase que es
tá sentado en l a t ercera co
l umna? 

¿Qué el ementos determ i nan 
perfectamente su posición ? 
• El número de la •• • y el 

número de la 

A fin de evitar toda confusión con la anotación que hemos usado ·vara 
conjuntos, representamos simbólicamente su posi ción por (2 ,3) , donde : el 
primer número representa la fila y el segundo número representa la columna, 

Si su amiga Vi vian está sentada en l a terce ra fila y en la segunda co
lumna,¿qué par de números representaría su posición? 

Luego, (2 ,3) f. (3,2), ya que ambos están sentados en asi entos di feren
tes, 

Como puede observar, estas parejas de números t i enen los mi smos el e
mentos, pero están escritos en un orden diferente . 

Cada una de l as posiciones que ocupan sus compañeros de curso pueden 
expresarse por una combinaci ón de dos números . 

A cada combi nación l a llamaremos PAR ORDENADO, por ser una re l a· 
ci ón ent re dos el ementos , en l a cual in te resa en especi al el orden en que 
ellos se toman. 

¿Qué queremos indicar con el par ( 4,4) en nues tra situación planteada? 
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ACTIVIDAD 2. 

2,1. En la recta numéri ca, represente gráficamente el número cardinal 3, 
rodeando con un pequeño cí rculo el punto co rrespondi ente. 

2.2, En la recta numérica, repre:sente el conjunto de los cardinal es menores 
que 7 y mayores que 3, Procect a en forma anál oga a la actividad 2.1., 
rodeando con un pequeño círculo, sin rellenar, los números 3 y 7 y des
tacando mediante una línea más gru esa l os el ementos del conjunto pedido. 

2.3. Represente gráficamente el par (2,3). ¿Pu ede hacerlo en l a rec ta numé
ri ca? No, ¿ verdad? L e ayudaremos. 

En este caso se hace ne
necesario emplear dos 
rec tas numéricas. Por co
modidad, estas dos rectas 
o e.i es se el igen perpendi
culares entre sí, y el con -
junto recibe el nombre de 
SISTEMA DE COQRDE
N ADAS ORTOGONALES. 
El pun to de intersección 
de estos ejes se llama 
ORIGEN del s i s tema. 

y 

"' ' ., 3 
"C ., 

" e 1-2 "C " " 
"C ·., o 1 

f.---....---+-~~,h---+--- ..---+--....- - X 
-3 - 2 - 1 .f-,1 2 

' 2 ' 

- 3 

-4 

-5 

' 

3 4 5 6 

eje de abscisas 

' ORIGEN 

¿se atreve ahora a ubi car el punto cuyas coordenadas son l os el emen
tos del par (2 ,3)? 

¿ Y l a del par (3,2)? 

¿Coinciden los puntos asociados a los pares (3,2) y (2, 3)? 

NOTA: Sea en general (a,b) un par ordenado.Al el emento a l o llamaremos ante
cedente o "primera componente" del par, y al el emento b, consecuen
te o " segunda componente" del par. 
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2.4. Escriba los pares ordenados representados por los puntos del gráfico 
dado. 

' 

" 
4 " 
~ 

? F 

A 1 

-4 -3 -2 -1 Q , 1 2 :: 4 

-1 

-2 

e -3 

-4 

-5 

Al punto A le corresponde el par ................... . 
Al punto B le corresponde el par ................... . 
Al punto C le corresponde el par ................... . 
Al punto D le corresponde el par ......... ........... . 
Al punto E le corresponde el par ................... . 
Al punto F le corresponde el par ................... . 

ACTIVIDAD 3, 
Considere los conjuntos siguientes: 

S =· { Aly ,. Martha, Victoria} 

T =· { Enrique, Hernán } 

O sea, # S = 3 y # T = 2 

E 
~ 

E 

D 

( # indica la cardinalidad del conjunto, es decir, el número de elementos del 
conjunto), 

Si las personas mencionadas en los dos conjuntos concurren a un baile, 
¿cuántas parejas se pueden formar con los elementos de estos dos conjuntos? 
Observe que cada elemento de A puede combinarse con cada uno de los ele
mentos de B, 

El nuevo conjunto, constituido esta vez por pares ordenados, podemos 
representarlo en una tabla de dobl e entrada, o también llamada "tabla pitagó-
rica". · 
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S X T E H 

A (A,E) (A,H) 

M (M,E) (M,H) 

V (V,E) (V,H) 

A este co njun to fo rmado po r todos los pares ordenados , con prim er ele~ 
mento en S y segundo e lemento en T lo llamaremos PRODUCTO CARTESIA
NO y lo deno taremos S x T (léas e : " S c ruz T" ). Lu ego , 

S x T ={ pares ordenados con prim er elemento en S y segundo el e
mento en T } 

Construya la tabla de doble entrada para T x S y compárela con la de 
S x T, ¿Es T x S = S x T? ¿En qué casos serán i guales? 

¿ Es # (S X T) = # (T x S) ? 

NOTA: Convendremos que los e lementos que encabezan las columnas son 
los consecuentes de cada pa r o rd enado, 

ACTIVIDAD 4. 
Cons ideremos el conjunto de los naturales N, como conjun to un iverso , y 

la regla o ley de composición * defin ida por: 

a * b = a + b, V a ,b E N 

Escoja dos el ementos cualesqui era de N, ¿Es tá el resultado s i empre en 
el conjun to N? 

Ahora , cons idere el conjun to A = { 1, 2,3} y la mis ma l ey de composi
ción ante ri or; o sea, a* b = a + b, para a, b EA. 

Complete la ta bla de doble entrada corres pondi ente a A x A, asociándole 
a cada par ordenado el el emento correspondi ente , de acuerdo a la regla dada. 

¿Es tá el resultado, 
esta vez, si empre en 
el conjun to A? 
¿Por qué ? 

+ 

1 

2 

3 

1 2 3 

4 

3 

5 
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Obser ' la siguiente tabla : 

* 1 2 

1 1 2 

2 2 2 

¿Le corresponde a cada par ord enado un elemento úni co en el conjunto 
dado e = {1,2 } por la regla de composición * ? 

Las situaciones anteriores nos condu cen a establece r el concepto de 
OPERACION o ley de composición interna: 

P a ra que una OPERACION binaria (conside ra dos e lPmentos ) esté 
bi en definida en un conjunto K cualqui era, de be ocurrir que a todo 
par ordenado de elementos de K x K le qu ede asociado un elemen-· 
to único en K. 

¿,Drfine, a hora, la sigui ente tabla: 

* 1 2 una operación binaria? 

1 1 2 

2 2 1 

Lo que esencialmente exige la definición de OPERACION es qu e se de 
una regla (arbitraria) qu e permita asociar a cada par (a , b) e legido en K x K 
un e l emento único en K. 

En lo siguient e, a l pa r consti tuido por un conjunto K cualquiera y una 
operación bina ria * definida en K, lo llamaremos GRUPOIDE y lo anotaremos 
(K, * ). 
a) Dado el conjunto A = { -1, O, 1} 

¿Es * , definida por la tabla dada, operación en A? 

* gl o 1 

- 1 -2 -1 o 

o -1 o 1 

1 o 1 2 
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b) ¿Es la multiplicación ordinaria una operación binaria en 

s= ·{ 1,-1 }? 

c) ¿Es la multiplicación ordinaria una operación binaria en 

T = . { 1, 2} ? 

d) ¿Cuá les de los siguientes pares son grupoides? Fundamente su respuesta 
en cada caso: 

(:?(, +); <N, ·-); (~. -) ; (]], +), 

donde I es el con.iun to de números enteros im pares; 

(Q, + ) ; (Q , : ) ; (Q* . : ), 

donde ~ * = Q O 
{ O } 

ACTIVIDAD 5, 
¿Cuá les de los siguientes grupoides poseen elementos neutros? 

(N, +); (~. +); (N, .) ; ((Q, +) 

ACTIVIDAD 6, 
¿cuáles son los elementos que, en cada uno de los grupoides anteriores, 

poseen inverso ? 

¿Cuándo decimos que un elemento dado de un conjunto, en el que se ha 
definido una operación, tiene inverso? 

ACTIVIDAD 7. 
La siguiente tabla define una operación binaria* en el co nJunto 

A= {I ,2} 

- ¿Se verifica la asociati vi dad? 
- ¿Se verifica la conmutatividad? * 1 2 
- ¿Hay elemento neutro') 1 1 2 
- ¿Los elementos de A son inver- 2 2 1 

tí bles , es decir, tienen inversos? 

ACTIVIDAD 8, 
Considere el grupoide (F, * ), donde F = { 6 , O} 

Regla para '' *'': a * b = b, para a, b E F; o sea, al operar dos elemen
tos, quedars e con el último de los elementos elegidos, 

i) Construya la tabla de doble entrada correspondiente, 

ii) ¿se cumple -la conm utatividad? ¿s e cumple la asociatividad? ¿Hay ele-
mento neutro? ¿Cada elemento de F tien,e inverso? 
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ACTI VIDAD 9. 
Dadas las tabl as si gui entes : 

• a b c d * a b c d 

a a b c d a d a c b 
b b c d a b a c b d 
c c d a b c b d a c 
d d a b c d c b d a 

¿Cuál es de las si guientes propi edades : conmutatividad, asoci atividad, 
el emento neutro, .Y el ementos in vcrsos, du l as opera(; i ones • y * definidas so
bre A = { a, b, c , d } se cumplen? 

ACTIVIDAD 1 O. 
Considere el interruptor de 1.1 ampolleta de una. habi tación. ¿Cuál es son 

l as posiciones o estados posibles del interruptor? 

Un interruptor tiene sólo dos estados: "No" y "Si". T enemos de esta 
manera un conjunto binario E = { No, Si } . 

Definamos en este conjunto E una l ey de composición * • 

Para a,b E E, estableceremos la siguiente regla para a* b: "partiendo 
del estado a corresponde a b accionar el interruptor". 

Como puede apreciarse, las palabras "No" y "Si" no sólo designa!'! los 
estados del interruptor, sino que ayudarán a dar las órdenes al que acciona 
el interruptor, (A los movimientos que nos llevan de un estado a otro los 
llamaremos OPERADORES: son nuestras "reglas del juego"). 

Investigue cómo se combinan l os movimientos del interruptor, partiendo 
de uno de sus estados. 

lA qué movimiento único equivale accionar el interruptor dos veces se
guidas ? 

Para cada par de movimientos su cesi vos, ¿existe siempre un movimiento 
único que los pueda reemplazar? 

Registre sus resultados en una tabla de doble entrada, como la siguien
te: 
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* No Si 

No 

Si 

i) ¿Estuvo el resultado siempre dentro del conjunto E ? Es decir, ¿es * una 
operación en E? 

ii) ¿Hay un movimi ento qu e no influye en los otros? ¿Cuál? (e lemento neutro). 

iii) ¿Se obtiene el mismo resultado accionando e l interruptor 3 veces y en dis
tinto orden? (asociati viciad). 

iv) Obs er\' c la tabla y anole las com binaciones que dan como resultado el 
elemento neutro, ¿Cada e lemento de E tiene inverso? 

ACTIVIDAD 11. 
Construya en un trozo de cartulina un reloj co n un solo punte ro y con só

lo dos marcas , O y 1. 

Se ti ene e l conjunto bina rio M = { O, 1 } 

Definire rnos en es te conjunto una ley de co mposición, mediante el ope
rador m, Regla para a m b: "parti endo de la marca a mueva el puntero ( en el 
sentido ordinario) en b lugares: 

a) Complete es ta curiosa tabla de "sumar": 

El) o 1 

o 

1 

NOTA: En Aritmética, esta curiosa manera de s umar co n sólo dos números se 
llama Adición Módulo dos, 

b) Contes te para esta situación, las preguntas i), ii ), iii ) y iv) de la activi 0 

dad 10. 

Compare esta tabla con la de la operación * del interruptor. 

c) ¿Existe algún parecido en la disposición de sus elementos? 

¿Qué elementos de ambas tablas pueden ser asociados? 
Los grupoides, en este caso (E, *) y (M, m) cumplen las propiedades de: 
a) Asociati vidad, b) existencia de elemento neutro y c) existencia de ele
mentos inversos . 
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Un gru poide qu e satisface las propie dades a) , b) y c) , e nun ciadas 
ante riormente , se di ce que tie ne ESTRUCTURA DE GRUP O. P or esto , 
los grupoid es (E , *) y (M , e) , son matemáticamente -eq uival e ntes por 
tene r la misma estructura , pero no s e co nfun den, y se dic e qu e so n 
" isomorfos" res pecto de las propiedades ope rac ionales . 

P or lo expu es to , estamos en con di c iones de e stablece r l a sigui e n° 
te de fini c ión: 

Un grupo (G, * ) es un co njun to no vacío G co n una ope rac ión bina
ria* so bre G ta l qu e cum ple los sigui e ntes ax iomas : 

G1 : la ope rac ión * es asocia ti va . 

G2 ~ e E G tal qu e : e * a = a * e = a , V a E G (e se ll ama !DENTI~ 
DAD, o eleme nto ne utro, o e le me nto unid ad , o mód ulo). 

~ P a ra cada a EG, 3 a ' E G ta l qu e : 

a * a' = a ' * a = e 

(a ' se llama INVERSO de a ) 

DEFINICION : Un grup o (G, * ) es ABELIANO s i la ope ración * es 
CONMUTATIVA, 

Revise las actividad es 4), 5), 7), 8) y 9) y constate cuá l es de los 
grupoid es considerados tienen est ru c tura de grupo y/o grupo Ab e liano. 

ACTIVIDAD 12. 
Dibuj e en su cuaderno un triá ngulo. A sus vértices des Ígneíos por 

A, B y C. En este ejercicio habrán tres estados, ya qu e se pu ede es tar 
en A, e n B o en C. Definiremos tres movimi ento s : 

N: qu edarse e n el mismo sitio; 

D: desp laza rse al vértic e i nm ediato e n el se ntido del movimi e nto de 
los punteros de l re loj; 

r: des plazarse al vértice irim ed iato e n el sentido opuest.o a l movimien
to de los punteros del re loj. 

Lu ego , nuestro universo es R = { N, D, I} y de finir e mos en es te 
conjunto una ley de composición, mediante el operador * • 

Reg la para a * b, ( V a, b E R): "a partir de una posición inicial, 
efectúe sucesivamente los dos movimientos indicados". 

a) Suponga, por ej emplo, qu e se encu entra en C. Efectú e e l mo vimi e n~ 
to D. ¿Dónde está ahora? Si vuelve a hace r e l movimi e nto D. ¿Dón
de es tá ahora?. Si qui e re pasar de Ca A , con un movimi ento úni co, 
qu é movimiento debe e fectuar?, Lue go , D * D - ...................... . 
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b) Investigue qué ocurre cuando toma como punto de ·partida , un pun to 
distinto de c. 

c) ¿Cuá ntas maneras hay de componer estos movimi e ntos de a dos ? 

d) En cuentr e e n cada caso el movimi ento únic o equi val ente , Regi s tre 
estos res ul tados en una tabla de dobl e ent rada , como la s i gui ente : 

* N D 

N 

D 

I 

e ) ¿Es un grupo el grupoide resultante ? 
¿Es grupo abeliano? 

ACTIVIDAD 13, 

I 

Considere dos cualesquiera de los tres números del siguiente con
junto A = . { 1, 2, 3} , y súmelos, También le está permitido sumar un 
número consigo mismo, 

Una vez s um ados los dos números, di vida el resultado por 3, y 
registre el resto o resíduo obtenido en una tabla de doble entrada , 

Ejemplos: i) 2 + 3 = 5 
5 : 3 = 1, resto 2 

ii) 1 + 1 = 2 
2 : 3 = º· resto 2 

i) Investigu e los restos para los otros pare s de números, Registre ca
da vez los restos correspondientes en la tabla de doble entrada, 

ii) Compare la tabla obt enida con la correspondiente a l a actividad 
12, ¿Qué observa? ¿ Tiene a lgún parecido con respecto a la disposi
ción de sus elementos? 

¿Es "+" una operación en A? 

Modifique su conjunto universo, Sea esta vez B ~{O, 1, 2,} 
Proceda en forma análoga a los puntos anteriores, completando la 
correspondiente tabla de doble entrada, Compárela ahora con la de 
la actividad 12. 

.. 
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¿So n las estru cturas de es tos grupoid e s "isomorfas" ? 

4. EVALUACION FINAL. 

EJERCICIO 1, 

Consid e remos los siguientes c uatro es tados: un a persona pu ede 
encontrars e mirando hacia uno de los 4 puntos cardinale s. Hay i gua l
mente cuatro movimientos: 

N qu edars e e n e l mism o sitio; 
I gi ró e n 90º a la izquierda; 
D giró e n 90º a la derech·a ; 
O giró e n 180º (posición opuesta a la qu e tiene), 

O 3ea , nu estro conjunto base es M = {N, I, D, O,}D efiniremos e n 
este co njunto una ley de compos ició n mediante el operador *· Regla 
para a* b: "practicar s ucesivamente los dos mo v imientos ihdicados". 
Por ejemplo, I * D = N. 

i) ¿De cuá ntas maneras pu eden ordenarse de a dos estos cuatru mo
vimientos? 

ii) Para cada uno de estos casos, encuentre e l movimiento único equi· 
valente y registre los resultados e n la tabla de doble entrada co
rrespondiente, 

iii) ¿Es un grupo el grupoide resultante? 
¿Es grupo Abeliano? 

iv) ¿Puede la estructura de l grupoide (M, *) ser representada conside
rando un reloj de sólo cuatro marcas, dadas por el conjunto A = 

{ O, 1, 2, 3} y un operador e, con la siguiente regla de composi
ción para a EB b: "partiendo de la marca a mover el puntero en el 
sentido ordinario e n b luga res"? 

Constru:va la tabla de doble entrada correspondiente. 

EJERCICIO 2. 
Dibuje un triángulo equilátero y des i gne a sus vértices con las 

letras A, By C. L1,1 eg9 dibuj e sus alturas. Sea O su punto de intersec
ción, Definiremos seis movimientos, tres alrededor del punto O, qu e 
lleva al triángulo a mantener una posición similar a la inicial y tres 
respecto a los ejes de simetría AD, BO, y CD. 
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e 

Sean: 
Ro rotación e n º º 

{i 
A 

(0 en 360º ) B 
e 

R1 rotación en 12 Oº en ~; B 
sentido de las e 
agujas de un reloj A 

R2 rotación e n 120º en 

{i 
e 

sentido contrario A 
de las a gujas del B 
reloj 

S1 Simetría resp ecto 

{i 
A 

al eje AO e 
B 

S2 Simetría respecto 

{i 
e 

al eje BO B 
A 

S3 Sim etría respecto ¡¡ B 
al eje CO A 

e 

(Estos movimientos se llaman transformaciones geométricas). 

O sea, nuestro conjunto es T ={Ro, R¡, R2, S¡, S2, S3} 

Defi nimos en este conjunto una l ey de composición mediante el 
operador *• Regla para a * b: "practica r sucesivamente las dos sime
trías indicadas, a partir de una posición inicia l". 

' 
Por ejemplo, R2 * s3 = s1 ; o también, utilizando la notación si

guiente:(R2, s3) --~ s1 

37 



Comp le te la tab la s i gui e nte 

Indicación : 
Anote a l rev e rso de l 
trián gulo dibuj a do , 
las mism as let ras qu e 
de si gna n los vé rti ces 
d.e l triá ngulo, 

* 

Ro 

R1 

R z 

S1 

S2 

S3 

Ro Ri 

l. ¿Es el grupoide (T, *) un grup o? 
¿Es grupo Abeliano? 

R2 Sl 

2, In ves ti gue el subconjunto R de las rotaciones: 
R = { Ro, R1, R2} 

¿Qué pued e afirmar del grupoide ( R, * )? 
¿Es un grupo Abeliano? 

EJERCICIO 3. 

S2 S3 

S2 

Consideremos tres compañ e ros de su grupo d e trabajo, puestos de 
pie en fila, delante de l resto de l grupo, Sean e stas pe rsonas Mabe l, 
Martha y Victoria, ¿De cuántas maneras posibles se puede n ubicar es-
tas tres personas en una fila?,Anote todos los casos posibles. 

¿Cómo formular las reglas de ~al manera que el movimiento de una 
persona dependiera del lugar que ocupa (en el momento que debe rea
lizar el movimiento) y no por su nombre? 

Designemos por A, B y C los 3 vértices del triángulo en las que 
pueden estar las personas entre dos movimientos; o sea, la s le tras re
pr,~sentan los lugares que las personas ocupan entre dos movimientos 
y no a personas, 

Definamo s los siguientes movimienitos: 
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N: Nadie se mu eve ; 
D: Cada uno se mueve hacia el vértice más próximo, en e l se ntido de l 

mo vim iento de las aguj as del re loj. 
R: Cad a uno se mueve hacia e l vé rtice más próximo, e n el sentido con

t rario al movimiento de las agujas de l re loj; 
A: B ,y C int ercambian sus puestos; A se qu eda qui eto ; (la persona qu e 

esté ocupando el lu ga r B, intercambia su pu esto co n la persona 
qu e es té ocupando e l lu ga r C, e n el mom e nto qu e de ba realizarse e l 
movimiento), 

B: C y A intercambian sus puestos; B se qu eda qui eto ; 
c: A y B inte rcambi a n s us puestos; C se qu eda quieto. 

Nuestro conjunto base es, por lo tanto, P ={ N, D, R, A, B, C} y 
tenemos co mo op e rador # • 

Regla para a # b: "practicar s ucesivamente lo s do s movimientos 
indicados". P or ejemplo ; D # R = N. 

a) Comp lete la tabla de doble entrad a correspondi e nte . 

b) Comparar la tabla obtenida con la del ejercic io 2). 
¿Hay dife re ncias e n s u estru c tura? 

5. BIBLIOGRAFIA 
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1. INTRODUCCION. 

Uno ele los instrumentt s curriculares de mayor incidencia en el aprendi
zaje de la matemática, es el programa de estudio correspondiente. A su vez, 
la formulación de los fines generales, y con mayor intensidad aún los especí
ficos, deben orientar la elección de los contenidos a incluir en los prugramas, 

Por otro lado, v con carácter preferencial para la m:i.temática, esta for
mulación de fines está íntimamente unida a la EVALUACION. Debe existi r 
una relación consecutiva entre lo que se enseña y el resulta<io alcanzado, sin 
caer en el error de dar más importancia a las conductas tangibles y fáci les 
de controlar. En ningún momento el profesor puede conformarse con m~ras 
MEMORIZACIONES y COMPRENSIONES, tan de moda con el ad Yenim iento 
de a bundantes conceptos nuevos de la matemática moderna. No se vería mu
cha "dinámica generativa" en los alumnos , si hacen consisti r la matemática 
en utilizar SIGNOS, SIMBOLOS, y TERMINOLOGIA nuevos, En matemática, 
como criterio de COMPRENSION, se juzga el grado de habilidad para aplicar 
los conocimientos adquiridos a situaciones nuevas. 

Según las propias afirmaciones de los profesores , todos ellos enseñan 
para qu e los alumnos puedan " comprender", y no simplemente " memorizar". 
Es to nos hace s ospechar que existe n distin tos grados de comprens ión, dejan-
do ambigüedad en el término " comprender" , 

De allí , s ur ge la necesidad de un "MOD ELO" o " esquema" de los ni
veles de alcances in telectuales . La existencia de tal esquema ayudará al 
profesor a id entifi car Jos ni ve les alcanzados y a planifi car s egún las posi
bilidades del material humano que tiene a s u ca rgo. 

Encontramos este " mode lo" en la obra de B,S ,Bloom y sus colaborado
re ::; : ::Taxonomy ui cáuc..:atiunélÍ Cój t:c..: ti ves · · ¡:;_¡;;;e¡, c:;" i,c::1, Í. c::1.AU II U III Ía. ¡,, t t:: ét:: u dt:: 

ser una clas ificación de los obj etivos o fi nes educacionales , di vidiéndolos 
en s eis categorías o ni veles : 

1) CONOCIMIENTO - Es el proceso mental que implica el recu erdo de 11 0 ° 

2) COMPRENSION 

3) APLICACION 

4) ANALISIS 

ciones aprendidas anteriormente. 

- Es el proceso mental a través de la cual se revela 
la "captación" del material que s e ha recibido a 
través de una comunicación, sin relacionarlo con 
otro material. 

- Es el uso de abstracciones (teorías, leyes, fórmu
las) a situaciones especiales y concretas, parcial
mente nuevas. 

- Es la descomposición de' una comunicación en sus 
elementos constitutivos de tal manera que se vea 
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1 

1 

1 

¡ __ 

5) SINTESIS 

6) EVALUACION 

clara la jerarquía de ideas y las in te rrelaciones en
tre ellos. 

- Es la unión de los elementos o partes de una comu
nicación para formar un patrón nuevo que antes no 
estaba definido con suficiente claridad. 

- Es la producción de juicios, cualitativos y cuantita
tivos , sobre el grado en que los materiales y méto
dos utilizados satisfacen los criterios. 

Estos ni ve les s e establecen en orden secuencial , de tal manera que quien 
domina en un orden superior, ya posee lo inferior. 

Los autores de esta obra, describen las principales categorías de s u 
Taxonomía en términos muy generales , ofreciendo un amplio grupo de medios, 
de medición para cada categoría. Su id ea es que ellas se adaptan a cualquier 
disciplina, y pueden actua r como guías en la elección de fines de cualquier 
ramo escolar. Pero aún así, la Taxonomía presenta muy pocos ejemplos re
lacionados con la matemática . Por lo tanto, nos parece que una ADAPTACION 
EN ESTE SENTIDO, ACRECENTARIA SU POTENCIALIDAD INSTRUMEN· 
TAL PARA PROFESORES DE MATEMATICA. 

Esta parte del presente trabajo, describe una manera de clasificar los 
fines de la enseñanza de la ma temática,basada en las grandes catégorías de la 
Taxonomía, pero adaptadas más bien a REALIZACIONES y su MEDICION. 

2. NIVELES DEL PENSAMIENTO MATEMATICO. 
Siendo nuestra META delinear una taxonomía de los obj etivos de la en

señanza de la matemática, nu estro primer· paso consistirá a identificar los 
ni veles del PENSAMIENTO MATEMATICO. 

Parece que podemos reconocer tres de estos niveles, que serían, en or
den creciente: 

1) RECONOCIMIENTO de la materia estudiada anteriormente; es decir, habi
lidad de repetir algo que ha sido enseñado explícitamente . 

2) PENSAMIENTO ALGOEITMICO, es decir, generalización o transferencia a 
materias similares; y 

3) BUSQUEDA ABIERTA, como culminación del quehacer matemáti co. 

Expliquemos brevemente cada nivel por el momento, ya que se profundi· 
zará cada uno más adelante, 

El primer nivel, RECONOCIMIENTO, comprende el mero recuerdo de 
nociones enseñadas y aprendidas de alguna manera. 
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El segundo nivel, PENSAMIENTO ALGORITMICO, es aquel en que el 
estudiante utiliza procesos bien definidos y relaciones mentales , (ALGORIT· 
MOS), para resolver problemas matemáticos planteados, que contienen cier
ta similitud con lo aprendido. El nivel crece a medida que disminuye esa si
militud, 

En fin, el tercer grado de complejidad en comprensión matemática, BUS
QUEDA ABIERTA, s icológicamente difícil de describir, y al cual los teó
ricos dan una gran variedad de tratamientos, consiste en reestructurar partes 
del problema, encontrar relaciones nuevas e insospechadas,y hasta solu
ciones inéditas. Llega a ser como una iluminación, una aparición súhita en 
la mente de una solución-, como fase delicada en el pensamiento matemático 
superior, A modo de ejemplo, este nivel lo alcanzaría un niño que descubre, 
sin ayuda exterior ninguna, que los cuadrados de los Naturales no terminan 
nunca en 2, 3, 7, u 8, 

3, RELACION ENTRE EL ESQUEMA TAXONOMICO DE AVITAL-SHETTLE
WORTH Y LAS CATEGORIAS DEL DOMINIO COGNOSCITIVO DE BLOOM 
Y COL. 

PROCESOS DEL PENSAMIENTO 
(Avital y Shettleworth) 

NIVELES TAXONOMICOS 
(Bloom) 

l. RECONOCIMIENTO • - - - - - - - - - - - - ·a) conocimiento 

2, PENSAMIENTO ALGORITMICO ---_- - - - - b) con:i pre~~ión 
- - - - c) aplicac10n 

3. BUSQUEDA ABIERTA -- = = :.: :- - - - -d) a~ális~s 
- - - - -e) smtes1s 

f) evaluación 

Las páginas que vienen a continuación, describirán las realizaciones 
correspondientes a cada categoría, como también presentarán un esquema de 
los objetivos matemáticos incluídos en cada categoría. 

Como podemos apreciar, la EVALUACION como sexta categoría en la 
Taxonomía, determina el nivel más complejo de realización, Pero, para el 
caso concreto de la Matemática, no se contempla la evaluación sicológica
mente distinta de las categorías ANALISIS y SINTESIS. 

4. NIVELES TAXONOMICOS. 
4.1. Conocimiento 

La categoría inferior del pensamiento matemático, es el CONOCIMIENTO 
(saber al primer grado), que consiste en el recuerdo o repetición de la mate
ria en la misma forma en que fue presentada, Por lo tanto, podemos catalo-
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gar en esta categoría, la memorización de datos y definiciones, las reglas, 
procedimientos y teorías, que intervienen en alguna actividad matemática. 
Si el alumno introduce cambios y transformaciones para contestar o solu cio
nar un problema planteado, demuestra una capacidad de mayor categoría, 

Es fáci l comprender que no se puede pasar a ni veles superiores s in 
franquear primero la fase inferior. Por eso, al apreciar realizaciones a un ni
vel superior, admitimos tácitamente el control de lo inferior. Por otra parte , 
puede presentarse el caso de una persona que se desenvuelve cómodamente 
en ni veles superio res s in poder expresar con claridad el conocimiento que 
ti ene. Una cosa es CONOCER y otra EXPRESARLO. 

4.2. Comprens ión. 
El proceso del pensamiento matemático , después del RECONOCIMIENTO, 

pasa al grado PENSAMIENTO ALGORITMICO. Los ni ve les correspondien
tes de este segundo proceso son : COMPRENSION y APLICACION, constitu
yendo aquellas categorías en que los conceptos matemáticos requieren un 
proceso s icológico de generalización o de transferencia simple. La di feren
cia entre estas dos categorías corresponde al menor o mayor grado de trans
ferencia que se debe aportar con relación a lo qu e se ha es tudiado. 

Pasemos a profundi zar ahora, la categoría COMPRENSION. Se cons ide
ran como casos de comprensión, en actividades matemáticas, la facilidad 
imaginativa para ilustrar concretamente problemas abs tractos , la agilidad pa
ra pasar de las palabras a sus correspondientes símbolos (y vice-versa), y el 
uso de algoritmos apropiados en construcciones matemáticas, Nat11ralmente, 
no hay comprensión si previamente no hubo conocimiento, 

De particular importancia en matemática , es la sub-categoría que es ta
blece Bloom de la comprensión , y la denomina: "traslación". En matemáti
ca, se recurre con mu cha fr ecuencia a l sfrhbolo "secundario", escrito o ha
blado, tales como "raíz ", la variable "x", etc .•. los cuales tienen un pa
pel fundamental en la gimnasia mental que exige la matemática. Es muy posi
ble que estos símbolos no respondan adecuadamente a lo que rep resenta n, 
Por ejemp lo, s i el par ordenado (4 ,4) indica al a lumno el Racional 4 coma 4, 
o que el cuoci ente trigonomét rico sen 11/sen 2 11 da el resultado ½ , ya que 
losny los sen se s im pli ficaron ,no se ha asegurado el uso correcto de simbo
lización, dejando sin cumplir una de las tareas de la COMPRENSION. 

4,3, Aplicación. 
Antes de entrar a una mayor explicación sobre la categoría APLICACION, 

convi ene recalcar que se debe tener presente que la clasificación de los 
objetivos educacionales s egún la Taxonomía de Bloom, acusa siempre rela
ción estrecha entre lo que puede rendir el alurr¡no, y lo que le fu e enseñado, 

, . 
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No es fácil esta blecer la diferencia ent re COMPRENSION y AP LICA
CION, ya qu e el mismo proceso s icológico (generali zación y transferencia) 
aparece en ambas categorías . De allí s urge la dificultad e n fo rmula r un cri
te rio objetivo para di sti ngu ir entre ambas . La mayor dife rencia parece con
sistir en el grado de elaboración ma nifestado a l realiza r una tarea matemáti
ca determinada . 

No obs tante , existen varios rasgos cara cte rísti cos que dan a conocer si 
un problema es de la categoría APLICACION. Los planteamientos "prefa· 
bricados " de ciertos problemas, en que se exi ge que el a lumno a plique prin
cipios dados a situaciones reales de la vida dia ria , son gene ralm ente de es• 
ta categoría, entendiéndose que el es tudiante no a prendió esos principios de 
es ta m9.nera. 

Quizás , para el caso del problema pre fabri cado, un rasgo que lo coloca 
defini tivamente en la categoría APLICACION , sería el hecho de que se ne
cesita normalmente por lo menos dos pasos para lo grar s u resolución: 
i) fo rmulación simbóli ca del problema , y 

ii ) transformación del s imbolismo por medio de cierto a lgoritmo previo. 

Si el material dado es suficientemente distinto de lo qu e el alumno apren
dió, se consideran como casos de APLICACION; las s i tuaciones en que el 
estudia nte debe realizar varios pasos para lograr la solución, o utilizar va
ri os algoritmos suces ivos cuya relación entre s í no le fue enseñada, corres
ponden a es ta categoría . 

La man era de describir los obj etivos toma normalmente la for!l'l a siguien
te :"Utilizando e l principio dado, el alumno de be ser ca paz de resolver pro
blemas de carácter científico, como también ejemplos sacados de otras es fe
ras del saber humano" . 

El profesor, además , puede desarrollar más obje tivos específi cos de 
APLICACION, relaciona ndo tópicos en una disciplina con otras á reas cien
tíficas, o nuevas á reas dentro de la matemática. 

4.4. Búsqueda Abierta. 
El proceso del pensami ento de más alto nivel, se denomina BUSQUEDA 

ABIERTA, y consiste primordialmente en desarrolla r acti tud es de la in te li
gencia que conducen a solucionar problemas de mayor je rarquía. 

Si un es tudiante provisto de conocimientos hien asimilados, compuestos 
esencialmente de procesos , algoritmos y antecedentes en forma de palabras 
o símbolos , no consigue una solución satisfactoria y completa, no ha alcanza
do todavía el nivel de la BUSQUEDA ABIERTA, 

Existen varios criterios que permiten diptinguir entre el proceso PEN • 
SAMIENTO ALGORITMICO y la BUSQUEDA ABIERTA, Entre otros se con
sideran: a) la cantidad de principios o antecedentes aplicados; b) el grado de 
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diferencia qu e existen entre los datos formulados y los de problemas mode
los ; y c) la riqueza intelectual demostrada en la elección de combinaciones 
de procesos y disciplinas al margen de toda ru tina de la mate ri a as imilada. 
P ero , la dife rencia esencial entre estos dos procesos del pensamiento, es la 
que existe entre e l pensamiento , REPETITIVO y el pensamiento PRODUCTI
VO. 

En fin , para aportar mayor claridad en reconocer la BUSQUEDA ABIER
TA como proceso del pensamiento, con viene es tudia r un poco los dos ni ve
les co rrespondientes de la Taxonomía de Bloom: ANALISIS y SINTESIS. 

Aná lisis. 
Por medio de l esquema establecido en la página 41 , sabemos que ANA

LISIS es el niv e l taxonómico inferior en el proceso mayor del pensamiento. 
Aparece justamente cuando no existe solución algorítmica útil para resol ve r 
un problema dado. 

El nivel ANA LISIS, que requiere comprensión tanto del contenido como 
de la estructura del material, es sinónimo de habilidad para subdividir un 
planteamiento o problema en sus elementos y partes constitutivas, dejando en 
evidencia la jerarquía de las ideas y explicitando las relaciones entre ellas. 

Los objetivos en la categoría ANALISIS, tienen la forma: "El alumno 
debe ser capaz de analizar la información conveniente en un problema dado y 
establecer una relación correcta entre las partes fundamentales de esa infor
mación para llegar a la solución '' 

Síntesis. 
Dentro de ese mismo proceso del pensamiento, a saber BUSQUEDA 

ABIERTA, existe otro nivel que es como la culminación para la inteligencia: 
la SINTESIS. Este nivel máximo consiste en la destreza y habilidad para jun
tar partes y elementos que deben constituir un todo novedoso con sentido 
creador. Puede involucrar entre otras cosas, un plan de operaciones o una 
investigación, como también un conjunto de relaciones abstractas que condu
cen a clasificar informar.iones adecuadas. 

Todo lo anterior nos hace descubrir el comportamiento eminentemente 
creador de este nivel taxonómico, De allí surge como dilema, la capacidad 
de parte del alumno en elegir principios que a primera vista pueden aparecer 
sin relación con el problema planteado. 

Debemos hacer notar que, en parte, para calificar el nivel taxonómico 
alcanzado, hay que aplicar un criterio subjetivo. Si para un especialista 
una materia no es completamente nueva, exigiendo un mero pensamiento re~ 
productivo, para el alumno lo es, e implica un pensamiento productivo desde 
el punto de vis ta educacional. 
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• 5. REALIZACIONES PRACTICAS • 
5.1. Metas P edagógicas . 

Las páginas anteriores son una invitación insistente a renovar y mejorar 
nuestra pedagogía en la enseñanza de la matemática. Todo profesor debe con
siderar al educando como principal inspirador del procesb educacional. Hay 
que observar a l niño para conocerlo y proporcionarle situaciones de ap rendi
zaje de gran riqu eza, a fin de que pueda desarrollar todo s u potencial humano. 
Nada más dañino para un alumno que un educador que sólo mira el Pro grama y 
sobre esa base, organiza y realiza su clase. 

Consecuentemente , la tarea de un profesor de Matemática no puede con
sistir exclusivamente en enseña r una colección de conocimiento, y desarrolla r 
todo un equipo de procedimiento para resolver problemas. No de bemos perder 
de vista nunca que un motivo fundamental para incluir la Matemática en el 
currículo escolar, en su valor intrínseco. 

5.2. Ideal para alcanzar. 
Cuando un profesor de Matemática enseña a sus alumnos cómo resolver 

un problema dado, exigiéndoles su reproducción o el mismo procedimiento pa
ra obtene r la solución de un problema similar, el nivel taxonómico se reduc e 
a CONOCIMIENTO, COMPRENSION y has ta APLICACION. Esta enseñanza 
no deja de ser meritoria, pero no debe consistir en un ideal. Hay que esfor
zarse por llegar al nivel superior. Para tal efecto, conviene realizar eje rci
cios de ANALISIS. 

Este procedimiento des arrollado por Gagné (1963), consiste básicamente 
en dividir un problema complejo en sub-ej ercicios componentes , establecien
do relaciones válidas entre ellos . Una ejercitación adecuada con los sub
ejercicios debe preceder todo intento de solución del problema completo. 

No existe un método standard para inducir la solución de problemas a 
nivel s uperior. La capacidad e inteligencia de l profesor encuentra aquí un 
vasto campo de actividades. Los primeros pasos en este sentido son espe
cialmente inseguros y desoladores, pero la perseverancia conduce a un re
sultado óptimo. 

6, Bibliografía. 
6.1. AVITAL, Samuel - SHETTLEWORTH, Sara J.: Objectives for Mathema

tics Learning. Sorne Ideas for the Teacher. The Ontario Institute for 
Studies in the Education, 1969. 

6.2. BLOOM, B. S. y COL,: "Taxonomía de los Objetivos de la Educación". 
El Ateneo, Bs. Aires, 1972. 

49 



BI BLIOGRAFIA GENERAL 

1 . MAGER, Robert F'.: "Objetivos para la enseñanza efectiva". Edit. 
Salesiana, Caracas, 1972. 

2. MAGER, Robert F'.: " Análisis de Metas". Edit. Trillas, México, 1973. 

3. GAGNE, Robe rt M.: "Learning H ierarchies", Educational Psycholo -
gist , Vol. 6, Nº l. Nov. 1968. 

4. POPHAM - BACKER: "Planeamiento de la Enseñanza", Edit. Paidos, 
Bs. Aires, 1972. 

5. POPHAM - BACKER: "Los Objetivos de la Enseñanza' ", Edi t. Paidos , 
Bs. Aires, 1972. 

6. Seminario-Memoria de Educación, parte II : "Una contribución al quehacer, 
docente". Prof.-Guía : T . J arufe A. Escuela Educa
ci ón U. C. 1972. 

7. GAGNE, Robert M, : " Las Condiciones del Aprendizaje". Edit. Agui
lar, Madrid, 1971. 

50 

• 



INDICE GENERAL 

Pág-
PROL~GO 3 

Dis eño de Aprendizaje : 
ESTRUCTU'RA DE GRUPO 

Documento de Tra-bajo del Profesor 

Docum ento de TrabaJu ct-el Alumno 

APENDICE: 
Esquema Taxonómico de Avital-Shettleworth . 

Bibliografía General 

51 

7 

22 

38 

46 



En este trabajo intervinieron las siguien
tes persa nas: 

Coordinador de Imprenta: Miguel Mon-
serrat Vilches. Jefe T é cnico del Sistema 

Offset: Ernesto Quintana Gutiérrez. Di-
bujo, diseño y diagramación : Ricardo 

Barrios Bañares. Composición : Clara Ni
ñez Escobar, A driana A ravena Va len zue

la, Angé lica Stack Siles. Fotomecáni ca : 
Eduardo Quintana Centraras, Asistente: 

Jorge González Muñoz. Montaje : Ernesto 
Qu intana Centraras. Impres ión: Carlo s 

Olgu(n Clave, Juan Contreras Valenzue-
la, Alfonso Orellana V argas. Encuaderna

ción : Hernán Contre ras C. y Equipo del 
C.P.E . I.P. 

Lo Ba rnechea, 19 7 5 
CHILE 



,. 



,, 

P ropiedad de l Estarlo 

197 5 

00146 

lmpreaosC,P.E.t.P.-CH1· 29 Lo BarnechM 


