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PRVRER OWESI O GO

La Educacion es algo dema-
siado importante para que apenas
los educadores cuiden de ella.

1. Todos conocemos la gran confiabilidad que poseen algunos modelos
en la vida moderna; tal vez, hemos elaborado o, por lo menos, visto un arbol
genealdgico o un organigrama del funcionamiento de una empresa, donde las
funciones de cada una de las personas estan relacionadas con las otras, y
éstas, a su vez con las demas. Esta complicada red de comunicaciones, rami-
ficaciones y sub-ramificaciones permite alimentar a cada una de las funcio-

nes y conectarlas entre si por muy secundarias que puedan ser.

Todo proceso supone metas bien claras y definidas, como también per=
sonas que las realicen. No se puede planificar ningun proceso, por simple
que parezca, sin antes concretar los nexos que permitiran alcanzar esas me=
tas u objetivos que actuan como puentes, los cuales iran inter-relacionando-
se hasta unificar la totalidad: desde las simples operaciones hasta estructu=
ras complejas formando sistemas entre los cuales esta el que denominare-

mos EDUCACION.

e

La escuela es, en cierta menera, un medio, un nexo del conjunto de ele-
mentos que conforman el proceso educativo. Como expresion de la educacion
formal, ella procura preponderantemente una formacion sistematica a través
de sus multiples actividades, mediante la interaccion profesor-alumno de
acuerdo a un marco normativo determinado.

Las asignaturas son un medio y, al mismo tiempo, cada una es un ob-
jetivo. Pero es importante tener presente que en la mayoria de ellas, espe-
cialmente del area cientifica, los conocimientos se entrelazan unos a otros
desde los mas elementales a los mas complejos, de modo que cada paso
que se adelanta, supone tener vivencias previas de una cadena determinada
de ellos.

En este sentido, el propdsito nuestro consiste en ofrecer un instrumento
que permita estructurar, de manera légica y sistematica, un disefio de ense-
nanza-aprendizaje adecuado a cualquier curriculo escolar.



2. Un disefio educacional es un instrumento pedagogico caracterizado por:
2.1. Un conjunto de situaciones de ensefanza-aprendizaje estructuradas;

2.2. Presentar cardcter de totalidad en funcion del objetivo terminal pro-
puesto;

2.3. Estar dirigido preferentemente al alumno, quien responde activamente
cada situacion, adquiriendo los conocimientos a través de sus propias
vivencias;

2.4. Permitir que cada alumno trabaje a lavelocidadque mejor se acomode a
Su propio ritmo;

2.5. Ser flexible, en el sentido que puede ser utilizado en cualquier curriculo;
2.6. Ser adaptable a nivel regional y/o local;

2.7. Ser perfectible, tanto en el aspecto tecnologico educacional como en
el aspecto de contenidos;

2.8, Expresar en términos operacionales los diferentes objetivos que lo con-
forman, para los efectos de su evaluacion;

2.9. Jerarquizar los objetivos mediante una red que puede tener varios ca-
minos alternativos;

2.10. Ofrecer la posibilidad de determinar la entrada a la red de objetivos a
través de la aplicacion de un test de diagndstico inicial.

3. Por Andlisis de Tarea se entiende el método de descomposicién de
una tarea compleja en otras mas simples; o sea, se reconoce que toda tarea
involucra la adquisicion previa de otras mds basicas. Por tarea se expresa
toda actividad humana planificada tendiente a lograr una habilidad especi=
fica.

La estructuracion de una jerarquia para estas tareas, lleva al concepto
de Tarea Subordinada.

Una tarea es subordinada si presenta un alto grado de transferencia po-
sitiva para aprender otra habilidad, bien especifica.

Al hablar de una Jerarquia de Aprendizaje aludimos al conjunto de capa-
cidades intelectuales que tienen una relacién ordenada entre si; o también,
la descripcion de las relaciones de transferencias positivas entre habilida-
des intelectuales. Es decir, el conjunto de capacidades subordinadas a una
tarea dada forma una JERARQUIA en el sentido que:



i) cada capacidad subordinada tiene transferencia positiva respecto a la
tarea siguiente;

ii) cada capacidad posee a su vez capacidades subordinadas.
(Por secuencia de Instruccion entenderemos el orden en que el alumno
interactua con el material de instruccion).

Es decjr, una jerarquia de tareas establece un conjunto de conductas
previas subordinadas a la tarea terminal. Segin el esquema de R. Gagné,
se organizan estos comportamientos en una secuencia que, terminando en el
objetivo terminal, retrocede hasta comportamientos mads basicos. Es decir,
se parte del producto final u objetivo a alcanzar, y de ahi se van determinan-
do las tareas inmediatas nécesarias para lograrlo. Como producto de este
analisis se obtiene una estructura que relaciona las tareas subordinadas
y que denominamos RED de Objetivos o Tareas Intermedias.

Gagné habla preferentemente de la existencia de dos tipos de aprendi-
zaje: de conocimientos verbales y de habilidades intelectuales (Ilamadas
también capacidades o aptitudes). El conocimiento verbal se refiere a lo que
una persona sabe o conoce. En cambio, las habilidades intelectuales estan
en relacion con lo que una persona es capaz de hacer. Estas dltimas consti-
tuyen la base de una jerarquia de aprendizaje.

Finalmente, y a modo de sintesis, puede decirse que el anaksis de
tarea ‘‘es una descripcion cuidadosa de lo que una persona competente
hace o se supone debe hacer al desempefiar una tarea. A base de esta des-
cripcion es posible derivar resultados que estén estrechamente ligados a la
razén de la instruccion; por ejemplo, si la intencion es capacitar a una per=
sona para que actue como neurocirujano, el analisis de la tarea requerira la
observacion de cirujanos competentes en accién y la descripcion detallada
de cada paso observado e implicado en su actuacion.'Una vez quersepamos
qué es lo que hace un neurocirujano competente cuando opera, nos seré posi=
ble seleccionar las metas de instruccion que tengan las mayores posibilida-
des de satisfacer la razon de la ensefianza, o sea la formacidn de otro neuro-
cirujano’’.

O sea, el analisis de la tarea facilita la determinacién de aquellos re-
quisitos que deben haber sido adquiridos previamente y sefiala los que deben
ser ensenados.

4. En relacion a evaluacion, nuestro objetivo se logra en la medida que
el alumno, a través de sus vivencias, adquiere una capacitacién que le per-
mita alcanzar el o los cambios conductuales esperados.



La evaluacién debe ser muy realista, es decir, adecuarse a los limites
de capacitacion, tiempo y otros que se puedan prever. Ademas, el profesor
establecera de antemano lo que el alumno debe rendir como minimo aceptable,
procurando el cumplimiento del nivel taxonomico pre=fijado.

Considerando que la evaluacién es un proceso necesario y continuo,
cada uno de los objetivos involucrados en la red correspondiente deben ser
evaluados en el momento oportuno.

Finalmente cabe senalar, que, como todo instrumento educacional, los
disefios deben ser experimentados en el aula y, sobre la base de los resulta=-
dos o experiencias recogidas, modificados en aquellos aspectos que sean
pertinentes (validacion del disenio).

5. Los esfuerzos destinados a elaborar DISENOS DE APRENDIZAJE
tienen por finalidad experimentar con técnicas alternativas a la clase expo-
sitiva, sustentadas en una sélida concepcion psicologica del aprendizaje de
la matematica. Para ello es necesario atenuar el procedimiento vigente en
que el profesor actda desde una posicion central de potencia, y sustituirlo
por el aprendizaje individual o en pequenos grupos, a partir de un material
concreto y de instrucciones escritas, de tal modo que la actuacion del profe-
sor sea la de guia y consejero. El material y los trabajos deben adaptarse a
las etapas por las que pasan los educandos.

et

Lo expuesto anteriormente no significa que deba dejarse solo al alumno
para que elija su propio camino, su propia metodologia. Lo que si debe tener
es libertad para actuar dentro de una cierta situacion de redescubrimiento. En
relacion al uso de material estructurado de tipo manipulativo, éste tiene ca-
rdacter auxiliar y su objeto es facilitar la abstraccion l6gico-matematico y no
sustituirla: son solo el punto de partida y de apoyo para las operaciones de
la razon.

Esperamos que el profesor se muestre sensible a estas nuevas condicio=
nes.
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1. INTRODUCCION

Los grupos matematicos constituyen uno de los conceptos fundamentales
de la Matematica actual. Su estudio nacié en los inicios del siglo pasado,
relacionado con la teoria de ecuaciones algebraicas. Dos jovenes brillantes,
a quienes la muerte sego prematuramente EVARISTE GALOIS (1811-1832) y
NIELS ABEL (1802-1829), entrevieron la importantisima nocion de GRUPO,
que sin duda fue la piedra inaugural del Algebra Moderna. Sin embargo, hubo
que esperar algunos afos para que FELIX KLEIN (1849-1925) y otros, descu-
brieran que no s6lo iluminaba toda el Algebra, sino que servia también de es-
lab6n maestro para estructurar la Geometria general, incluidas las “no eucli-
dianas’’ por el método de las transformaciones por traslacion, rotacion, sime=
trias, etc.

Los grupos aparecen en un sorprendente nimero de materias que aparen=
temente no estan relacionadas entre si. Asi, no so6lo se encuentran en la
Geometria y en la Topologia, en el Analisis y en el Algebra, sino también en
la cristalografia, en la mecanica cuantica y ain en la Biologia molecular.

Uno de los conceptos intuitivos mas importantes en las ciencias es el
de SIMETRIA y ésta puede ser descrita por los grupos. En realidad, muchos
de los grupos que se encuentran en las ciencias son el producto del estudio
de la simetria. (Como la palabra simetria no es lo suficientemente precisa pa-
ra las necesidades de la Quimica y la Fisica, frecuentemente se habla de
grupos de simetria). -

Bajo la égida de la estructura abstracta de grupo, fortificada con el re-
florecimiento del ‘‘método axiomatico’’ (HILBERT, PEANO), y mediante la
idea unificadora de ““CONJUNTO’’ (G. CANTOR, 1845-1918) permiti6 fundar
el Algebra Moderna.

A través de este disefo pretendemos la realizacion de actividades rela-
cionadas con la estructura de grupo, y la reflexion que conducira al alumno
de la mano a extraer de los ejercicios propuestos, por via de comparacion,
todo lo que tienen en comin las experiencias efectuadas. Finalmente, abs=
traera las ideas matematicas subyacentes en el fondo de las situaciones
planteadas. Es el estudio de estas actividades similares el que le permitira
comprender mas ampliamente la estructura que nos preocupa. Cuando los ni-
nos ven que surgen las mismas estructuras en los distintos ejercicios, es
cuando les resulta clara la naturaleza abstracta de estas estructuras. Como
resultado de esta comparacion se introduce una idea importante de la mate-
matica: Dos o mas sistemas matematicos constituidos por elementos diferen=
tes pueden ser estructuralmente iguales, en cuanto a la forma como sus ele=
mentos se combinan para dar otros elementos. Es el concepto de ““isomorfis=
mo’’. Su estudio es una de las maneras mas eficaces de ensefiar las partes
esenciales de una estructura abstracta.



Esencialmente, un grupo es un conjunto cuyos elementos pueden ser
cualquier cosa, pero que deben estar ligados mediante una operacion j ésta
debe determinar un elemento particular del conjunto declarado como universo,
al ser dados dos elementos cualesquiera del conjunto. Al par constituido por
un conjunto no vacio G y una operacién binaria * definida en G se le llama
GRUPOIDE. Ademas, existen otras propiedades que debe cumplir un grupoi-
de para ser denominado grupo matematico:

i) tener elemento neutro
ii) aque todo elemento G tenga inverso o simétrico
iii) asociatividad.

NOTA: Un grupo (G, *) es ABELIANO si la operacion * es conmutativa.
Hi

En muchas de las situaciones propuestas se trabaja con conjuntos fini-
tos, donde cada una de ellas proporciona posibilidades de experimentacion
acerca de si se cumplen o no las propiedades enunciadas anteriormente.

No estd demas destacar que si bien el Algebra es autonoma y por ello
independiente de consideraciones numéricas, reconocemos que en sus estruc=
turas mas fundamentales sigue el modelo de las propiedades de los sistemas
numéricos mas importantes.

Es interesante que en cada una de las sucesivas estructuras algebrai-
cas basicas asignadas al conjunto universo por via axioméatica, se deduzcan
las reglas operatorias que guian el cilculo algebraico elemental. Estas re-
glas eran el objeto mismo del ramo en la ensefianza tradicional, sin otro
fundamento que el de la justificacion accidental en determinados ejemplos
numéricos. Ahora, es importante que dichas reglas operatorias provengan 16-
cicamente de una estructura aglgebraica previamente acordada para ol coninn-
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to de entes basicos que se maneja. L.o expresado es objeto de una etapa pos-
terior.

La axiomatica que se estipulara, después de efectuadas las diferentes
experiencias, en un conjunto G en el que se ha establecido una sola operae
cion binaria entre sus elementos tiende mas que nada a asegurar la posibili-
dad de resolver, en todos los casos, el problema inverso de dicha operacién.
Tal es la importante estructura de grupo.

2. OBJETIVO TERMINAL.

Dados tres conjuntos finitos, distintos de vacio, de un nimero de ele=

mentos menor o igual que 6.y una operacion diferente definida en cada uno de
los conjuntos dados, los alumnos reconoceran aquellas que tengan o no es-
tructura de grupo y/o grupo abeliano., Cada una de las situaciones plantea-
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das, las realizaran en pequeflos grupos, sin errores y en un tiempo t* (por

fijar).

Nivel taxonémico: Un primer nivel de analisis.

NOTA: El objetivo terminal de un Diseno de Aprendizaje
es el objetivo de mas alto nivel a alcanzar con un
determinado topico. Para su formulacién sugerimos
la técnica propuesta por R. Mager, quien distingue
en el enunciado de un objetivo:

i) Las condiciones bajo las cuales se espera que

ii)

el alumno demuestre el logrodel objetivo:
DADOS O LIMITACIONES;

Un comportamiento observable y especifico:
CONDUCTA. Al respecto conviene utilizar
VERBOS, que desde un punto de vista metodo-
l6gico, no tengan interpretaciéon ambigia, o
sea, presentar la accién mediante vocablos
que tengan relacion directa con la actividad
concreta, y que sean de facil medicion. Algunos
verbos que presentan dificultades de este tipo
son: saber, aprender, apreciar, etc. . . los
cuales se podran utilizar solamente completan-
do las frases descriptivas, de tal modo que no
haya ninguna duda acerca de lo que se espera
que el alumno haga.

iii) El criterio que se utilizard para juzgar el logro

del objetivo; esto es, establecer el nivel de
desempeiio aceptable: CRITERIO DE EVALUA-
CION. Concretamente en él, se informa el nu-
mero y tipo de ejercicios como también el
tiempo y otras caracteristicas exigidas como
nivel minimo de rendimiento.
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3. JERARQUIA DE APRENDIZAJE Y SECUENCIA DE INSTRUCCION.

OBJETIVO TERMINAL

|

ESTABLECER EL CONCEPTO
DE GRUPO ABELIANO

12

ESTABLECEREL CON

l—‘CEPTO DE GRUPO 70

'CONSTATAR LA PROPIE-

DAD DE CONMUTATIVI-
DAD EN YN GRUPO DA-

CONSTATAR LA CONSTATAR CONSTATAR LA
PROPIEDAD ’ LA EXISTEN- EXISTENCIA DE
DE ASOCIATI- CIADEELE- ELEMENTOS IN=
VIDAD EN UN 7 MENTO NEU- 8 VERSOS EN UN 9
GRUPOIDE DA- TRO EN UN GRUPOIDE DADO
DO (G, *) GRUPOIDE (GRe)

DADO (G, *)

CONSTRUIR LA TA-

BLA DE DOBLE EN-

TRADA CORRESPON-
DIENTE A UN GRU- 5
POIDE (G, *) SIENDO

G CONJUNTO NO
VACIO Y FINITO.

ESTABLECER EL
CONCEPTO DE OPE-
|| RACION BINARIA EN| |
UN CONJUNTO DADO

APLICAR EL CONCEPTO
DE OPERACION EN CONJUN
TOS NUMERICOS Y NO NU-
MERICOS DADOS

RECONOCER EL CONCEP-
TO DE PRODUCTO CARTE-
SIANO DE DOS CONJUNTOS

RECONOCER LA IDEA DE
PARES ORDENADOS DE
ELEMENTOS

IDENTIFICAR ELEMENTOS
PROVENIENTES DE DIFE-
RENTES UNIVERSOS NU-
MERICOS

12
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OBJETIVOS PARTICULARES

Estos objetivos toman también en cuenta el esquema o modelo de apren-
dizaje que se va a seguir. Ademas de servir de guia metodolégica y de pauta
de evaluacion, ofrecen al profesor alternativas para construir una prueba de
diagnostico al comienzo del diseno, o en la elaboracion de pruebas parciales
y/o finales del proceso de aprendizaje.

A modo de ejemplo, formulamos algunos objetivos de este tipo que ade-
mas de estar en estrecha relacién con los objetivos que conforman la red de
objetivos intermedios, los especifican aln mas, inspirando las actividades
que nos llevaran al logro de esos objetivos y por consiguiente, a nuestro ob=
jetivoterminal. En su redaccion usaremos la técnica propuesta por R. MAGER.

DADOS

(define las condiciones
bajo las cuales el coms=
portamiento debe pro-
ducirse)

1. Una lista de 8 ele-
mentos pertenecien=
tes a los conjuntos
N,Z,Q,R,

2., Dado un sistema
ortogonal de coor=
denadas y diez pa-
res ordenados de
nimeros enteros, de
los cuales al menos
uno es el origen,
uno en cada cua-
drante y uno en ca-
da semi=eje.

3. Dado un sistema or-
togonal de coorde=
nadas y cinco pun-
tos marcados en él.

4, Dados dos conjuntos
Ay B, no vacios,de
menos de 5 elemen=
tos,

CONDUCTA

(especifica el compor-
tamiento terminal del
alumno)

el alumno debe IDEN-
TIFICAR el universo
al cual pertenecen

el alumno debe UBI-
CAR el punto corres-
pondiente a cada par
ordenado.

el alumno debe ANO-
TAR el par ordenado
asociado a cada punto
dado.

el alumno debe DES-
CRIBIR el conjunto
AxB

13

CRITERIO DE

EVALUACION
(patrén de rendimiento
aceptable)

Sin error

9 de 10

100%

Sin error



DADOS

5. Dados dos conjun-
tos Ay B (A # B)
de a lo menos dos
elementos,

6- Dado un conjunto no
vacio K y una ley
de composicion *
definida por
axb=a+b,

7. Dado un conjunto A,
no vacio y finito, y
una operacion * de-
finida en A,

8. Dada una tabla de
doble entrada, co-
rrespondiente al
grupoide (A, + ), ¥
A conjunto finito de
no mas de cinco
elementos,

9. Dado un grupoide
(K, * ), K conjunto
numérico y finito,

10, Dado un grupoide
(K, = ), K conjunto
no numérico y fini=
to.

CONDUCTA

el alumno debe VERI-
FICARque A x B #
B xA

el alumno debe RECO-
NOCER si es opera-
cion en K.

el alumno debe CONS-

TRUIR la tabla de do-
ble entrada correspon-

diente.

el alumno debe RECO-
NOCER propiedades
eventuales de una ope-
racion en un conjunto.

el alumno debe RECO-
NOCER la estructura
de grupo y/o grupo
abeliano a que obedece.

el alumno debe RECO-
NOCER la estructura
de grupo y/o grupo abe=
liano a que obedece.

14
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Sin

Sin

Sin
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error

error

error

error
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4. ANTECEDENTES Y ANALISIS DE LAS ACTIVIDADES
ACTIVIDAD 1.

El par ordenado (a,b) representa una identidad en la cual el “‘orden’’ en
que estan dados sus elementos es importante, es decir:

WagEh (=2 (a,b) # (b,a)
ii) (a,b) = (c,d) 2 (=) ~ (b =4d)

KURATOWSKI definid en 1921 el concepto de par ordenado de manera que
satisface las exigencias anotadas:

DEF. (a,b) = '{_{a.b} st a}}
Razones de su adopcion, ya que parece ser una definicién artificial:

1. Define (a,b) como un conjunto
2. Puede probarse la propiedad ii)

Para nuestros fines, podemos decir que un par ordenado de elementos es
un conjunto binario {a,b }en la cual interesa no sé6lo los elementos de que se
trata sino especialmente el orden en que son mencionados. Se admite también
la posibilidad de que los elementos del par sean idénticos. Ademas (a,a)
# {a} , lo que puede probarse considerando la definicion conjuntista de Ku-
ratowski.

Que quede bien establecido que no es lo mismo el par (a,b) que el par
(b,a). Sugerimos actividades ladicas para consolidar el concepto de par or-
denado. ¥

ACTIVIDAD 2.

Persigue que el alumno sea capaz de marcar el punto correspondiente a
cada par ordenado y, por otra parte, escribir el par ordenado asociadoa un
punto del plano cartesiano.

Al punto A le corresponde el par (3,4);
Al punto B le corresponde el par (=3,1);
Al punto C le corresponde el par (-2,-3);
Al punto D le corresponde el par (5,-2);
Al punto E le corresponde el par (4,0);
Al punto F' le corresponde el par (0,2);

ACTIVIDAD 3.

Si consideramos los pares ordenados (a,b), cuyo antecedente a es saca-
do de .cierto conjunto dado A, cuyo consecuente b se extrae de otro -0 del
mismo=- conjunto B, la totalidad de los pares ordenados asi constituidos for-
man a su vez un nuevo conjunto que se designa por A x B (se lee: *“A cruz
B’’), y que se llama PRODUCTO CARTESIANO del conjunto A por el con-
junto B (en ese orden).

15



Evidentemente, el producto cartesiano de conjuntos es en general no
conmutativo:

B x

A x B B x

A
A &= (A=B), (A=0), (B =d)
En cambio, # (A x B) =

# (B x A)

ACTIVIDAD 4.

Para que una operacion (binaria) esté bien definida en un conjunto (abs-
tracto) dado K, debe ocurrir que a todo par ordenado de elementos en K x K
le quede asociado un elemento unico en K.

En lenguaje de conjuntos, se expresa diciendo que una operacion * en
un conjunto K es toda correspondencia univoca del producto cartesiano
K x K al propio conjunto K:

*
K& X3 Kémrmet K
Es decir, ¥ (a,b)eKxK, J!(a~b)€E K

Esquematicamente, la eleccién del par de elementos de K y la poste-
rior combinaciéon de ellos, puede representarse asi:

K x K

/ axb
b

Respuestas a algunas situaciones planteadas:
a) * no es operaciéon en A = {-1,0,1} , porque
(1,1) —*— 2g A

b) La multiplicacién ordinaria es una operacion binaria sobre
SRR o
c) La multiplicacién ordinaria no es una operacion binaria sobre T = { 1l 2}

d) (2, +) grupoide; (N, -) no es grupoide; a~b&N; ¥ a,b EN. Luego,-no es una
operacién binaria en N; (%,-) grupoide, a-b€ Z, ¥V a,bEZ. Luego, -es
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una operacion binaria en %, (I, +) no es grupoide, ya que la suma de dos
impares es siempre par; (®, +) grupoide; (®, :) no es grupoide, porque a : 0
no estda definido para ningin a € @ y, por tanto, : no es una operacién bi-
naria en @ ; (Q*, :) grupoide.

ACTIVIDAD 5.
No existe elemento neutro en el grupoide (N, +)

ACTIVIDAD 6.

No existen elementos inversos en el grupoide (N, +)

Elementos inversos: si para cada a € K, Ja’€ K tal que a x a’ = a’xa = e
(e=elemento neutro). a’ se llama inverso de a.

ACTIVIDAD 7.
En el grupoide (A, %),se verifica la asociatividad y la conmutatividad; 1
actia como elemento neutro. El inverso de 1 es 1; el inverso de 2 es 2.

ACTIVIDAD 8.

i) ii) No se cumple conmutatividad; se
verifica la asociatividad; no hay
elemento neutro (sé6lo lo hay por la
izquierda); no cabe hablar de in=-
Versos, ya que no se cumple la

/\ A propiedad del neutro.

El conjunto considerado destaca la entera arbitrariedad que existe para
elegir las ‘“cosas’’ con que se trabaja en Algebra.

NOTA: Como recurso general para observar rapidamente la conmutatividad en
una tabla operacional de doble entrada, basta examinar si ésta pre-
senta resultados simétricamente iguales con respecto a la diagonal
que desciende desde el rincon superior hasta el inferior derecho.

ACTIVIDAD 9.

En (A, ) se cumplen: conmutatividad, asociatividad; elemento neutro,
a; elementos inversos.

En (A, %) no se cumplen ni la conmutatividad ni la sociatividad; no hay
elemento neutro y por consiguiente, ningin elemento de A tiene inverso.
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ACTIVIDAD 10,
Aqui se introducen las nociones muy intuitivas de Operador y Estado

ideas que pudieron haber sido introducidas mas al comienzo. Desde el punto
de vista psicologico son muy utiles, ya que resulta muy natural componer
operadores, es decir, aplicarlos uno después de otro, uno al resultado del
otro. Los estados son las posiciones particulares de los objetos y los opera-
dores son los que tenemos que hacer para ‘““mover’’ los objetos desde una po-
sicion a otra.

i)

* No Si
No No Si * €S una operacion en
E = { No, Si
Si Si No { }

ii) Elemento neutro: No
iii) Se verifica la asociatividad

iv) Cada elemento de E tiene inverso: el inverso de No es No; el inverso de
Si es Si.

ACTIVIDAD 11.
a) En esta actividad, las cifras no tienen
propiamente un significado numérico, sino

@ 0 1

el de simples ‘“marcas’’ que facilitan la
0 0 1 operacion a realizar con estos elementos.
1 1 0

b) ®@esoperacionen M = {0,1} : se cumple asociatividad; elemento neutro: 0;
el inverso de 0 es 0; el inverso de 1 es 1.

c) Al comparar la tabla de la operacion x del interruptor con la tabla de la
operacion @ de la adicién moédulo dos, los alumnos descubrirdn ‘‘que es la
misma.’ Basta asociar el ““cero’’ con el “No’’ y el ‘““uno’’ con el “Si’’.
La estructura de los dos grupoides es la misma, pero no se confunden: se
dice que las estructuras de estos dos grupoides son ‘‘isomorfas?®’ respec=
to de las propiedades operacionales.

En la parte del alumno hemos entregado el concepto de GRUPO y de
GRUPO ABELIANO.

La denominacién de ‘““abeliano’’ da la oportunidad para que el profesor
indique un interesante trabajo de biblioteca para los alumnos: investigar
quién fue NIELS ABEL (1802 - 1829) y EVARISTE GALOIS (1811 - 1832),
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otro matematico de esa época a quien se debe la invencion de los GRUPOS.

NOTA: Un GRUPOIDE es un par (G, %) que consiste en un conjunto no vacio
G, llamado conjunto fuente o subyacente, y una operacion binaria
* definida en G.

Si el grupoide es asociativo recibe el nombre de semigrupo. Por lo ante=
rior, podemos definir un GRUPO como un semigrupo que posee elemento
neufro y en el que todo elemento tiene su inverso.

Siempre que definimos un grupo, seguimos los pasos siguientes:
a) se define un conjunto- G, distinto de vacio;
b) se define una operacion binaria * en G;
c) se verifica que el grupoide (G, *) tiene elemento neutro;
d) se verifica que el grupoide (G, *) es un semigrupo;
e) se verifica que todo elemento de G tiene inverso respecto de x en GC.

Asi, pues, el ““grupo de los movimientos del interruptor’’ es “‘isomorfo’’
al grupo de la ““‘adicion modulo dos’’.

El momento de la conclusiéon, en el cual el alumno redescubre que estos
ejercicios tienen el mismo conjunto de reglas o ‘‘gramatica’’, puede ofrecerle
instantes de real satisfaccion, asi como los ejemplos siguientes, culminan-
do de esta manera una interesante aventura mental.

ACTIVIDAD 12,
a)B; A;I; Dx D =1
b) No influye

c) 9

) * N D I
N N D I
D D I N
I I N D 1

e) Es grupo abeliano.

ACTIVIDAD 13.
Se obtiene la siguiente tabla :
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) 1 2 3
1 2 0 1
2 0 1 2
3 1 2 0

La disposicion de los elementos es similar a la tabla de la actividad 12,
pero ®no es una operacién en A = {1, 2, 3,} , porque, por ejemplo,

2 @1=0€& A.
En cambio, ® es una operacion en B = { 0, 1, 2}
Las estructuras de los grupoides (R, *) y (B,®) son isomorfas.

5. EVALUACION FINAL
Ejercicio 1

i) 16; ii) * N I D O
N N I D O
I I (@) N D
D D N O I
O (0] D I N

iii) Es grupo Abeliano.

iv) Si, resulta la siguiente tabla:

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2
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Ejercicio 2
Las simetrias axiales y rotacionales del tridngulo equilatero determinan
la siguiente tabla:

* Ry R; Ry S Sy

Ro Ro R1 Ro S S2 S3
Ry Ry Ro Ro S 53 51
Ry Ry Ro Ry S3 S1 52
St Sq S Sg Ro Ro R1
Sq So Sg Sq R1 Rg R2
S Sg St So Ry Ry Rb—

i) El grupoide (T, ) es Grupo, pero no Abeliano,

ii) El grupoide (R, *) es grupo Abeliano.

Ejercicio 3

a)

# N D R A B C
N N D R A B (6
D D R N C A B
R R N D B C A
A A B (O N D R
B B C A R N D
c © A B D R N
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b) No hay diferencias en su estructura con respecto al ejercicio 2.

INFORMACION ADICIONAL
- Metodologia del Trabajo. Organizar el curso en grupos de 4,5 6 6 nifos, to-
mados al azar.

- Motivacion. Se sugiere que el profesor de al curso las instrucciones basi-
cas para el buen desarrollo y éxito del trabajo. Al mismo tiempo, estimule
el interés de los educandos para conocer la actividad que realizaran a con=
tinuacion.

- Rol del profesor. Guia y consejero del quehacer docente, papel insistente~
mente recomendado en los ultimos tiempos. En esta modalidad de trabajo,
el nifio debe tener la necesaria libertad para actuar dentro de una cierta si-
tuacioén de redescubrimiento.

Como culminacién del trabajo de los diferentes grupos, el profesor pro-
vocara una discusion final con el objeto de resolver situaciones que pudie-
ran exigir aclaracion, con participacion preferente de los alumnos.

5. Bibligrafia de consulta.
Z.P.DIENES-E.W. GOLDING: ‘“Grupos y Coordenadas’’. Barcelona, Edit
Teide, 1970,

Z.P.DIENES-: ““Introduccion al Algebra’. Barcelona, Edit.
Teide, 1971.

22



IS SRR o I e A DR rie Sintl d iz i a M e

¢ ERSIR R CITRUNR A DIERGIREUNPEO &

DOCUMENTO DE TRABAJO
DEL ALUMNO

0. Test de Diagnéstico Inicial (opta-
tivo).

1. Introduccion.

2. Materiales requeridos.

3. Actividades a realizar.

4, Evaluacion final,

5. Bibliografia.






1. INTRODUCCION.

El proposito de este disefo es introducirlos en una primera estructura
algebraica basica con el fin de fundamentar a continuacién las reglas de
calculo algebraico ordinario. Se pretende no soélo reforzar el concepto de es-
tructura por una parte, sino que fundamentalmente desarrollar un algebra como
existe hoy: como disciplina matematica abstracta que se ocupa de las opera-
ciones a realizar con los elementos arbitrarios de un conjunto dado cualquie-
ra. Esperamos que al término de este diseno pueda ser capaz de:

i) Reconocer variados modelos que presentan la estructura de Grupos y/o
Grupo Abeliano.

- Descubriendo como se relacionan los elementos de un conjunto de acuer-
do a las reglas de combinacion definidas entre ellos;

- Identificando el elemento que combinado con otro cualquiera del conjun-
to no lo modifica (elemento neutro);

- Descubriendo pares de elementos que al ser combinados por medio de la
operacion definida en el conjunto, da como resultado el elemento neutro
(elementos inversos o simétricos);

- Reconociendo la propiedad asociativa, que alude a la operacion reitera=
da, practicada cada vez.con tres elementos;

- Reconociendo la propiedad conmutativa, que alude a la operacion prac=
ticada cada vez con dos elementos, cambiando el orden de ellos.

ii) Comparar actividades similares para determinar aquellas que, teniendo di-
ferentes elementos, son estructuralmente iguales con respecto de las pro-
piedades operacionales.

2. MATERIALES REQUERIDOS.

Cada grupo de trabajo debe disponer de:

= Un cuarto de pliego de cartulina.

- Un compas, regla (graduada), escuadra, cuaderno.
= Una tijera u hoja de afeitar.

3. ACTIVIDADES A REALIZAR.
Actividad 1.
Considere el conjunto formado por los numeros naturales 2 y 3. Este
conjunto, como bien sabes, puede ser representado por
(12335 S ol (13 2PN SRS decir,) (12, 31 W ="#{13721] ]

Esto significa que al nombrar los elementos de un conjunto, no importa
el orden en que lo hagamos. -
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Lo anterior no es siempre valido. Veamos un caso en que el orden de
los elementos tiene especial importancia.

Supongamos que en su sala
los bancos estan arreglados
como lo indica la figura, con
las filas y columnas numera-
das. Su asiento esta senala-
do por la region sombreada.

|

Si le preguntan en qué lugar

de la sala se sienta, ¢como

responderia?

- ‘““Estoy sentado en la . . .
fila y en la . . . colum-
na.”

¢Seria precisa su respuesta
si solo contestase que es-
ta sentado en la tercera co-
lumna?

[ S P
S B
[ Y
[
[ I el
RIS e

(Qué elementos determinan
perfectamente su posicion?
= El nimerode la...y el
nimero de la . . .

A fin de evitar toda confusién con la anotacién que hemos usado para
conjuntos, representamos simbolicamente su posicion por (2,3), donde: el
primer numero representa la fila y el segundo nimero representa la columna.

Si su amiga Vivian estd sentada en la tercera fila y en la segunda co-
lumna,iqué par de nimeros representaria su posicién?

Luego, (2,3) # (3,2), ya que ambos estan sentados en asientos diferen-
tes.

Como puede observar, estas parejas de nameros tienen los mismos ele=-
mentos, pero estan escritos en un orden diferente.

Cada una de las posiciones que ocupan sus compafieros de curso pueden
expresarse por una combinacion de dos numeros.

A cada combinacion la llamaremos PAR ORDENADD, por ser una rela-

cion entre dos elementos, en la cual interesa en especial el orden en que
ellos se toman.,

¢Qué queremos indicar con el par (4,4) en nuestra situacién planteada?
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ACTIVIDAD 2.

2.,1. En la recta numérica, represente

2.2

2.3

graficamente el nimero cardinal 3,

rodeando con un pequeno circulo el punto correspondiente.

En la recta numérica, represente el conjunto de los cardinales menores
que 7 y mayores que 3. Proceda en forma analoga a la actividad 2.1.,
rodeando con un pequefio circulo, sin rellenar, los nimeros 3 y 7 y des-
tacando mediante una linea mas gruesa los elementos del conjunto pedido.

Represente graficamente el par (2,3). ¢Puede hacerlo en la recta numé-

rica? No, ¢verdad? Le ayudaremos.

En este caso se hace ne-
necesario emplear dos
rectas numéricas. Por co=
modidad, estas dos rectas
0 ejes se eligen perpendi=
culares entre si,y el con-
junto recibe el nombre de
SISTEMA DE COORDE-
NADAS ORTOGONALES.
El punto de interseccion
de estos ejes se llama
ORIGEN del sistemas,

eje de
ordenadas
)

————y—+ ———+———»= X
3o Al o B R AR 5 B 6
BN
D N eje de abscisas
~

4 N

2 N

10 ORIGEN

45

¢Se atreve ahora a ubicar el punto cuyas coordenadas son los elemen-
tos del par (2,3)?

¢Y la del par (3,2)?

¢Coinciden los puntos asociados a los pares (3,2) y (2,3)?

NOTA: Sea en general (a,b) un par ordenado.Al elemento a lo llamaremos ante=
cedente o ‘‘primera componente’’ del par, y al elemento b, consecuen-
te 0 ““segunda componente’’ del par.
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2.4, Escriba los pares ordenados representados por los puntos del grafico
dado.

Al punto A le corresponde €l Parl ...ccceeeceeveeeees
Al punto B le corresponde el Par .....cccccceveeeneee.
Al punto C le corresponde el par ............ Tl
Al punto D le corresponde el Par ..ccccceveeerenes
Al punto E le corresponde el par ....cc.eceeeeenenes
Al punto F' le corresponde €l par ....ccccooeeeeenenes

ACTIVIDAD 3.
Considere los conjuntos siguientes:

s=" { Aly, Martha, Victoria }

T =" { Enrique, Hernan }

Osea, #S=3 y #T=2

(# indica la cardinalidad del conjunto, es decir, el nimero de elementos del
conjunto).

Si las personas mencionadas en los dos conjuntos concurren a un baile,
¢cuantas parejas se pueden formar con los elementos de estos dos conjuntos?

Observe que cada elemento de A puede combinarse con cada uno de los ele-
mentos de B.

El nuevo conjunto, constituido esta vez por pares ordenados, podemos
representarlo en una tabla de doble entrada, o también llamada ““tabla pitago-
rica’’.
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ST E H

A (AE) (A,H)
M (M,E) (M,H)
\ (V,E) (V,H)

A este conjunto formado por todos los pares ordenados, con primer ele=
mento en S y segundo elemento en T lo llamaremos PRODUCTO CARTESIA-
NO y lo denotaremos S x T (léase: ““S cruz T”’). Luego,

S x T ={pares ordenados con primer elemento en S y segundo ele=
mento en T}

Construya la tabla de doble entrada para T x S y comparela con la de
SX T.Es TxS =S x T? ¢En qué casos seran iguales?
(Es # (SxT) = #(Tx8)?

NOTA: Convendremos que los elementos que encabezan las columnas son
los consecuentes de cada par ordenado.

ACTIVIDAD 4.
Consideremos el conjunto de los naturales N, como conjunto universo, y
la regla o ley de composicion » definida por:

axb=a+b Vab &N

Escoja dos elementos cualesquiera de N. ¢(Esta el resultado siempre en
el conjunto N ?

Ahora, considere el conjunto A = {1,2,3} y la misma ley de composi-
cion anterior; o sea, a « b = a + b, para a, b €A.

Complete la tabla de doble entrada correspondiente a A x A, asociandole
a cada par ordenado el elemento correspondiente, de acuerdo a la regla dada.

¢Bsta el 'resultado, + 1 2 3
esta vez, siempre en
el conjunto A? 1 4
¢Por  qué?

2 3

3 5
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Observe la siguiente tabla:

* 1 2
1 1 2
2 2 2

¢(Le corresponde a cada par ordenado un elemento unico en el conjunto
dado C = {1,2 } por la regla de composicion x ?

Las situaciones anteriores nos conducen a establecer el concepto de
OPERACION o ley de composicion interna:

Para que una OPERACION binaria (considera dos elementos) esté
bien definida en un conjunto K cualquiera, debe ocurrir que a todo
par ordenado de elementos de K x K le quede asociado un elemen-
to dnico en K.

<Define, ahora, la siguiente tabla:

* 1 2 una operacion binaria?
1 1 2
2 2 1

Lo que esencialmente exige la definicion de OPERACION es que se de
una regla (arbitraria) que permita asociar a cada par (a,b) elegido en K x K
un elemento unico en K.

En lo siguiente, al par constituido por un conjunto K cualquiera y una
operacion binaria = definida en K, lo llamaremos GRUPOIDE y lo anotaremos
(K, * ).

a) Dado el conjunto A = { -1, 0,1}
¢Es =, definida por la tabla dada, operacién en A?

* =1 0 1
-1 =2 -1 0
0 -1 0 1
1 0 1 2
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b) ¢Es la multiplicacion ordinaria una operacién binaria en
Sh=S{t T2

c) ¢Es la multiplicacién ordinaria una operacion binaria en
I =1 24k 7

d) ¢Cuales de los siguientes pares son grupoides? Fundamente su respuesta
en cada caso:

(%, +),(N,=) ; (7, =), d,+),

donde I es el conjunto de numeros enteros impares;
(@, +); (@, :); (@*, 1),

donde®*=Q- { O }

ACTIVIDAD 5.
¢«Cuales de los siguientes grupoides poseen elementos neutros?

(N, +);(Z, +) ; (N, o) ;: (@, +)

ACTIVIDAD 6.
¢Cuales son los elementos que, en cada uno de los grupoides anteriores,
poseen inverso?

¢Cuando decimos que un elemento dado de un conjunto, en el que se ha
definido una operacion, tiene inverso?

ACTIVIDAD 7.
La siguiente tabla define una operacién binaria « en el conjunto

A= lho)
- ¢Se verifica la asociatividad?
- ¢Se verifica la conmutatividad? * 1 2
- ¢(Hay elemento neutro? 1 1 2
- ¢Los elementos de A son inver= 2 2 1

tibles, es decir, tienen inversos?

ACTIVIDAD 8.
Considere el grupoide (F, %), donde F ={ A, [}

Regla para ‘“+’’:a + b = b, para a, b €EF; o sea, al operar dos elemen-
tos, quedarse con el ultimo de los elementos elegidos.
i) Construya la tabla de doble entrada correspondiente.

ii) ¢Se cumple la conmutatividad? ¢Se cumple la asociatividad? ¢Hay ele-
mento neutro? ¢(Cada elemento de F tiene inverso?
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ACTIVIDAD 9.
Dadas las tablas siguientes:

° a b c d * a b (¢ d
a a b c d a d a C b
b b © d a b a c b d
© @ d a b G b d a ©

d d a b (@ d (e b d a

¢(Cuales de las siguientes propiedades! conmutatividad, asociatividad,
elemento neutro, y elementos inversos,de las operaciones *y* definidas so-

bre A = {a, b, ¢, d } se cumplen?

ACTIVIDAD 10,
Considere el interruptor de laampolleta de una. habitacion. ¢Cuales son

las posiciones o estados posibles del interruptor?

Un interruptor tiene solo dos estados: *“No’’ y ““Si’’. Tenemos de esta
manera un conjunto binario E = { No, Si }.

Definamos en este conjunto E una ley de composicion * ,

Para a,b € E, estableceremos la siguiente regla para a *x b: ““partiendo
del estado a corresponde a b accionar el interruptor’’,

Como puede apreciarse, las palabras “No*’ y ¢‘Si’’ no sélo designan los
estados del interruptor, sino que ayudaran a dar las o6rdenes al que acciona
el interruptor. (A los movimientos que nos llevan de un estado a otro los
llamaremos OPERADORES: son nuestras “‘reglas del juego’’).

Investigue como se combinan los movimientos del interruptor, partiendo
de uno de sus estados.

¢A qué movimiento Gnico equivale accionar el interruptor dos veces se-
guidas?

Para cada par de movimientos sucesivos, ¢existe siempre un movimiento
unico que los pueda reemplazar?

Registre sus resultados en una tabla de doble entrada, como la siguien-
te:

32



No

Si

i) ¢Estuvo el resultado siempre dentro del conjunto E? Es decir, ¢(es x una
operacion en E?

ii) ¢Hay un movimiento que no influye en los otros? ¢Cual? (elemento neutro).

iii) ¢Se obtiene el mismoresultado accionando el interruptor 3 veces y en dis-
tinto orden? (asociatividad).

iv) Observe la tabla y anote las combinaciones que dan como resultado el
elemento neutro., ¢Cada elemento de E tiene inverso?

ACTIVIDAD 11,
Construya en un trozo de cartulina un reloj con un solo puntero y con so=-

lo dos marcas, 0 y 1.
Se tiene el conjunto binario M = { 0,1 }

Definiremos en este conjunto una ley de composicion, mediante el ope=
rador ® Regla para a @ b: ‘““partiendo de la marca a mueva el puntero (en el
sentido ordinario) en b lugares:

a) Complete esta curiosa tabla de ‘“sumar’’:

® 0 1

0

1

NOTA: En Aritmética, esta curiosa manera de sumar con solo dos nimeros se
llama Adicién Maodulo dos.

b) Conteste para esta situacién, las preguntas i), ii), iii) y iv) de la activi=
dad 10.

Compare esta tabla con la de la operacion » del interruptor.
c) ¢(Existe algun parecido en la disposicion de sus elementos?

¢Qué elementos de ambas tablas pueden ser asociados?

Los grupoides, en este caso (E, x) y (M, ®) cumplen las propiedades de:
a) Asociatividad, b) existencia de elemento neutro y ¢) existencia de ele=
mentos inversos .
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Un grupoide que satisface las propiedades a), b) y ¢), enunciadas
anteriormente, se dice que tiene ESTRUCTURA DE GRUPO. Por esto,
los grupoides (E, %) y (M, ®), son matematicamente equivalentes por
tener la misma estructura, pero no se confunden, y se dice que son

‘‘isomorfos’’ rtespecto de las propiedades operacionales.

Por lo expuesto, estamos en condiciones de establecer la siguien-
te definicion:

Un grupo (G, *) es un conjunto no vacio G con una operacion bina-
ria * sobre G tal que cumple los siguientes axiomas:

G : la operacion = es asociativa.

Gy Je € Gtalque:exa=axe=a,Y a €EG (e se llama IDENTI-
DAD, o elemento neutro, o elemento unidad, o médulo).

Gg ' Para cadaa €G, Ja'€ G tal que:
axa ' =a’xa=e¢e
(a’ se llama INVERSO de a)

DEFINICION: Un grupo (G, *) es ABELIANO si la operacion = es
CONMUTATIVA.

Revise las actividades 4), 5), 7), 8) vy 9) y constate cuales de los
grupoides considerados tienen estructura de grupo y/o grupo Abeliano,

ACTIVIDAD 12,

Dibuje en su cuaderno un triangulo. A sus vértices designelos por
A,B y C. En este ejercicio habran tres estados, ya que se puede estar
en A, en B o en C. Definiremos tres movimientos:

N: quedarse en el mismo sitio;

D: desplazarse al vértice inmediato en el sentido del movimiento de
los punteros del reloj;

I: desplazarse al vértice inmediato en el sentido opuesto al movimien-
to de los punteros del reloj.

Luego, nuestro universo es R = { N, D, I} y definiremos en este
conjunto una ley de composicion, mediante el operador = .

Regla para a * b, (V a,b € R): ““a partir de una posicidn inicial,
efectue sucesivamente los dos movimientos indicados’’.

a) Suponga, por ejemplo, que se encuentra en C. Efectie el movimien=
to D. ¢Do6nde estd ahora? Si vuelve a hacer el movimiento D, ¢Do6n=
de esta ahora?. Si quiere pasar de C a A con un movimiento anico,
qué movimiento debe efectuar?., Luego, D * D = ,icecsccsssssssssscnses
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b) Investigue qué ocurre cuando toma como punto de partida, un punto
distinto de C.

¢) ¢(Cuantas maneras hay de componer estos movimientos de a dos?

d) Encuentre en cada caso el movimiento Gnico equivalente. Registre
estos resultados en una tabla de doble entrada, como la siguiente:

* N D I

N

D

e) ¢Es un grupo el grupoide resultante?
¢Es grupo abeliano?

ACTIVIDAD 13.
Considere dos cualesquiera de los tres nimeros del siguiente con-

junto A = {1, 2,3} ,y sumelos. También le estd permitido sumar un
namero consigo mismo,

Una vez sumados los dos numeros, divida el resultado por 3, y
registre el resto o residuo obtenido en una tabla de doble entrada.

Ejemplos: i) 2+ 3 = 5
I3 =R iTEe S0l 2
SIS = D
2 :3 = 0, resto 2
i) Investigue los restos para los otros pares de nﬁméros. Registre ca-=
da vez los restos correspondientes en la tabla de doble entrada.

ii) Compare la tabla obtenida con la correspondiente a la actividad
12, ¢Qué observa? ¢Tiene algun parecido con respecto a la disposi-

cion de sus elementos?
¢Es ‘“+°" una operacion en A?

Modifique su conjunto universo. Sea esta vez B 1—-{0, 1552 F
Proceda en forma analoga a los puntos anteriores, completando la
correspondiente tabla de doble entrada. Comparela ahora con la de

la actividad 12,
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,Son las estructuras de estos grupoides ‘‘isomorfas’’ ?

4. EVALUACION FINAL.
EJERCICIO 1.

Consideremos los siguientes cuatro estados: una persona puede
encontrarse mirando hacia uno de los 4 puntos cardinales. Hay igual-
mente cuatro movimientos:

N : quedarse en el mismo sitio;

I : gir6 en 902 a la izquierda,

D : gir6 en 90° a la derecha;

O : gir6 en 180° (posiciéon opuesta a la que tiene).

O sea, nuestro conjunto base es M ={N, I, D, O.}Definiremos en
este conjunto una ley de composicién mediante el operador . Regla
para a « b: ““practicar sucesivamente los dos movimientos indicados’’.
Por ejemplo, I « D = N.

i) ¢De cuantas maneras pueden ordenarse de a dos estos cuatro mo-
vimientos?

ii) Para cada uno de estos casos, encuentre el movimiento unico equi-
valente y registre los resultados en la tabla de doble entrada co-
rrespondiente.

iii) ¢Es un grupo el grupoide resultante?
¢Es grupo Abeliano?

iv) ¢Puede la estructura del grupoide (M, %) ser representada conside=
rando un reloj de sé6lo cuatro marcas, dadas por el conjunto A =

N A ERo) 3} y un operador ®, con la siguiente regla de composi-
cién para a @ b: ‘‘partiendo de la marca a mover el puntero en el
sentido ordinario en b lugares’’?

Construya la tabla de doble entrada correspondiente.

EJERCICIO 2.

Dibuje un triangulo equilatero y designe a sus vértices con las
letras A, By C. Luego dibuje sus alturas. Sea 0 su punto de intersec=
cion. Definiremos seis movimientos, tres alrededor del punto 0, que
lleva al triAngulo a mantener una posicion similar a la inicial y tres
respecto a los ejes de simetria A0, B0, y CO.
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(@)

Sean :
Ryg : rotacion en 0°
(0 en 3602)

Ry ! rotacion en 120%en
sentido de las
agujas de un reloj

Rg ! rotacion en 1209 en
sentido contrario
de las agujas del
reloj

QuW» QwW» Q>
wrQrQw Q>

Sl : Simetria respecto
al eje A0

So : Simetria respecto
al eje BO

P, C—m— Pt G gumme—

Qw>» QW »

S3 : Simetria respecto
al eje CO

UL LT 2

QrPwW PEHQ Q>

————
QW >

(Estos movimientos se llaman transformaciones geométricas).
O sea, nuestro conjunto es T ={Rg, R;,Rg, S;, 89, 83}
Definimos en este conjunto una ley de composicion mediante el

operador *. Regla para a = b: ‘“practicar sucesivamente las dos sime-
trias indicadas, a partir de una posicion inicial’’.

Por ejemplo, R2* Sg = 81: 0 también, utilizando la notacioén si-
guiente:(Rgy, S3) — S;
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Complete la tabla siguiente

Indicacioén: * Ro | By | Ro| S8y Sg| Sg
Anote al reverso del
triAngulo dibujado, Ro
las mismas letras que
designan los vértices | g;
del triangulo.

1. ¢Es el grupoide (T, %) un grupo?
¢Es grupo Abeliano?

2. Investigue el subconjunto R de las rotaciones:
R = { Rg, Ry, Ry}

¢Qué puede afirmar del grupoide (R, *)?
¢Es un grupo Abeliano?

EJERCICIO 3.

Consideremos tres compafneros de su grupo de trabajo, puestos de
pie en fila, delante del resto del grupo. Sean estas personas Mabel,
Martha y Victoria. ¢De cuantas maneras posibles se pueden ubicar es-
tas tres personas en una fila?.,Anote todos los casos posibles.

¢Como formular las reglas de tal manera que el movimiento de una
persona dependiera del lugar que ocupa (en el momento que debe rea-
lizar el movimiento) y no por su nombre?

Designemos por A, By C los 3 vértices del triangulo en las que
pueden estar las personas entre dos movimientos; o sea, las letras re-
presentan los [ugares que las personas ocupan entre dos movimientos
y no a personas.

Definamos los siguientes movimientos:
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N: Nadie se mueve;

D: Cada uno se mueve hacia el vértice mas proximo, en el sentido del
movimiento de las agujas del reloj.

R: Cada uno se mueve hacia el vértice mas proximo, en el sentido con-
trario al movimiento de las agujas del reloj;

A: By C intercambian sus puestos; A se queda quieto; (la persona que
esté ocupando el lugar B, intercambia su puesto con la persona
que esté ocupando el lugar C, en el momento que deba realizarse el
movimiento).

B: C y A intercambian sus puestos; B se queda quieto;

C: A y B intercambian sus puestos; C se queda quieto.

Nuestro conjunto base es, por lo tanto, P ={ N, D, R, A, B, Cly
tenemos como operador # .

Regla para a # b: ‘““practicar sucesivamente los dos movimientos
indicados’’. Por ejemplo; D # R = N.

a) Complete la tabla de doble entrada correspondiente.

b) Comparar la tabla obtenida can la del ejercicio 2).
¢(Hay diferencias en su estructura?

5. BIBLIOGRAFIA

DIENES, Zoltan P. GOLDING, E. W.: ““Grupos y Coordenadas’’
Edit. Teide, Barcelona, 1970,
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El ‘““disenio’’ presentado no ha sido validado
a nivel de sala de clases. Es un ‘‘candi-
dato’’ a DISENO DE APRENDIZAJE. Tie~
nen la palabra los interesados, de quienes
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tarios y observaciones que se formulen al
respecto. Gracias.

39






APENDICE

Una Taxonomia de Objetivos en

el Aprendizaje de la Matematica:

ESQUEMA TAXONOMICO DE

AVITAL

SHETTLEWORTH

(4
e

6.

Introduccion.

Niveles del pensa-
miento matematico.
Relacion entre el es-
quema taxonémico de
Avital-Shettleworth y
las categorias del Do-
minio Cognoscitivo de
Bloom y col.

Niveles taxonomicos.
Realizaciones practi-
cas,

Bibliografia.






1. INTRODUCCION.

Uno de los instrumentos curriculares de mayor incidencia en el aprendi-
zaje de la matematica, es el programa de estudio correspondiente. A su vez,
la formulacion de los fines generales, y con mayor intensidad atn los especi-
ficos, deben orientar la eleccién de los contenidos a incluir en los programas.

Por otro lado, y con caracter preferencial para la matematica, esta for-
mulacion de fines esta intimamente unida a la EVALUACION. Debe existir
una relacion consecutiva entre lo que se ensena y el resultado alcanzado, sin
caer en el error de dar mas importancia a las conductas tangibles y faciles
de controlar. En ningiin momento el profesor puede conformarse con ma2ras
MEMORIZACIONES y COMPRENSIONES, tan de moda con el advenimiento
de abundantes conceptos nuevos de la matematica moderna. No se veria mu=-
cha ““dinamica generativa’’ en los alumnos, si hacen consistir la matematica
en utilizar SIGNOS, SIMBOLOS, y TERMINOLOGIA nuevos. En matematica,
como criterio de COMPRENSION, se juzga el grado de habilidad para aplicar
los conocimientos adquiridos a situaciones nuevas.

Seglin las propias afirmaciones de los profesores, todos ellos ensenan
para que los alumnos puedan ““comprender’’, y no simplemente ‘“memorizar’’.
Esto nos hace sospechar que existen distintos grados de comprensién, dejan=
do ambigiiedad en el término ‘“‘comprender’’.

De alli, surge la necesidad de un “MODELO’’ o ‘‘esquema’’ de los ni-
veles de alcances intelectuales. La existencia de tal esquema ayudara al
profesor a identificar los niveles alcanzados y a planificar segin las posi-
bilidades del material humano que tiene a su cargo.

Encontramos este ‘“modelo’’ en la obra de B.S.Bloom y sus colaborado-
ser una clasificacion de los objetivos o fines educacionales, dividiéndolos
en seis categorias o niveles:

1) CONOCIMIENTO = Es el proceso mental que implica el recuerdo de no-
ciones aprendidas anteriormente.

2) COMPRENSION - Es el proceso mental a través de la cual se revela
la ‘““captacion’’ del material que se ha recibido a
través de una comunicacién, sin relacionarlo con
otro material.

3) APLICACION - Es el uso de abstracciones (teorias, leyes, formu-
las) a situaciones especiales y concretas, parcial=
mente nuevas.

4) ANALISIS - Es la descomposicion de una comunicacién en sus
elementos constitutivos de tal manera que se vea
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clara la jerarquia de ideas y las interrelaciones en-
tre ellos.

5) SINTESIS - Es la union de los elementos o partes de una comu-
nicacion para formar un patron nuevo que antes no
estaba definido con suficiente claridad.

6) EVALUACION - Es la produccion de juicios, cualitativos y cuantita=-
tivos, sobre el grado en que los materiales y méto-
dos utilizados satisfacen los criterios.

Estos niveles se establecen en orden secuencial, de tal manera que quien
domina en un orden superior, ya posee lo inferior.

Los autores de esta obra, describen las principales categorias de su
Taxonomia en términos muy generales, ofreciendo un amplio grupo de medios,
de medicion para cada categoria. Su idea es que ellas se adaptan a cualquier
disciplina, y pueden actuar como guias en la eleccién de fines de cualquier
ramo escolar, Pero ain asi, la Taxonomia presenta muy pocos ejemplos re=
lacionados con la matematica. Por lo tanto, nos parece que una ADAPTACION
EN ESTE SENTIDO, ACRECENTARIA SU POTENCIALIDAD INSTRUMEN-
TAL PARA PROFESORES DE MATEMATICA.

Esta parte del presente trabajo, describe una manera de clasificar los
fines de la ensefianza de la matematica,basada en las grandes categorias de la
Taxonomia, pero adaptadas mas bien a REALIZACIONES y su MEDICION.

2. NIVELES DEL PENSAMIENTO MATEMATICO.

Siendo nuestra META delinear una taxonomia de los objetivos de la en-
seflanza de la matematica, nuestro primer paso consistira a identificar los
niveles del PENSAMIENTO MATEMATICO.

Parece que podemos reconocer tres de estos niveles, que serian, en or-
den creciente:

1) RECONOCIMIENTO de la materia estudiada anteriormente; es decir, habi=
lidad de repetir algo que ha sido ensefado explicitamente.

2) PENSAMIENTO ALGORITMICO, es decir, generalizacion o transferencia a
materias similares; y

3) BUSQUEDA ABIERTA, como culminaciéon del quehacer matematico.

Expliquemos brevemente cada nivel por el momento, ya que se profundi-
zara cada uno mas adelante.

El primer nivel, RECONOCIMIENTO, comprende el mero recuerdo de
nocionesensenadas y aprendidas de alguna manera.
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El segundo nivel, PENSAMIENTO ALGORITMICO, es aquel en que el
estudiante utiliza procesos bien definidos y relaciones mentales, (ALGORIT-
MOS), para resolver problemas matematicos planteados, que contienen cier-
ta similitud con lo aprendido. El nivel crece a medida que disminuye esa si-
militud.

En fin, el tercer grado de complejidad en comprension matematica, BUS-
QUEDA ABIERTA, sicologicamente dificil de describir, y al cual los teo-
ricos dan una gran variedad de tratamientos, consiste en reestructurar partes
del problema, encontrar relaciones nuevas e insospechadas,y hasta solu-
ciones inéditas. Llega a ser como una iluminacidén, una aparicién sibita en
la mente de una solucién, como fase delicada en el pensamiento matematico
superior. A modo de ejemplo, este nivel lo alcanzaria un nifio que descubre,
sin ayuda exterior ninguna, que los cuadrados de los Naturales no terminan
nunca en 2, 3, 7, u 8.

3. RELACION ENTRE EL ESQUEMA TAXONOMICO DE AVITAL-SHETTLE-
¥OCR0TLH Y LAS CATEGORIAS DEL DOMINIO COGNOSCITIVO DE BLOOM

PROCESOS DEL PENSAMIENTO NIVELES TAXONOMICOS
(Avital y Shettleworth) (Bloom)
1. RECONOCIMIENTO - - --"—-—--=- — = - — - - a) conocimiento

_______ b) comprension
~~~~ c) aplicacién

d) analisis

e) sintesis

f) evaluacion

Las paginas que vienen a continuacién, describiran las realizaciones
correspondientes a cada categoria, como también presentaran un esquema de
los objetivos matematicos incluidos en cada categoria.

Como podemos apreciar, la EVALUACION como sexta categoria en la
Taxonomia, determina el nivel mas complejo de realizacién. Pero, para el
caso concreto de la Matematica, no se contempla la evaluacion sicolOgica-
mente distinta de las categorias ANALISIS y SINTESIS.

4, NIVELES TAXONOMICOS.
4,1, Conocimiento

La categoria inferior del pensamiento matematico, es el CONOCIMIENTO
(saber al primer grado), que consiste en el recuerdo o repeticion de la mate=-
ria en la misma forma en que fue presentada. Por lo tanto, podemos catalo-
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gar en esta categoria, la memorizaciéon de datos y definiciones, las reglas,
procedimientos y teorias, que intervienen en alguna actividad matematica.
Si el alumno introduce cambios y transformaciones para contestar o solucio-
nar un problema planteado, demuestra una capacidad de mayor categoria.

Es facil comprender que no se puede pasar a niveles superiores sin
franquear primero la fase inferior. Por eso, al apreciar realizaciones a un ni=
vel superior, admitimos tacitamente el control de lo inferior. Por otra parte,
puede presentarse el caso de una persona que se desenvuelve comodamente
en niveles superiores sin poder expresar con claridad el conocimiento que
tiene. Una cosa es CONOCER y otra EXPRESARLO,

4,2, Comprension.

Elproceso del pensamiento matematico, después del RECONOCIMIENTO,
pasa al grado PENSAMIENTO ALGORITMICO. Los niveles correspondien=
tes de este segundo proceso son: COMPRENSION y APLICACION, constitu-
yendo aquellas categorias en que los conceptos matematicos requieren un
proceso sicolégico de generalizacion o de transferencia simple. La diferen-
cia entre estas dos categorias corresponde al menor o mayor grado de trans=
ferencia que se debe aportar con relacion a 1o que se ha estudiado.

Pasemos a profundizar ahora, la categoria COMPRENSION. Se conside-
ran como casos de comprension, en actividades matematicas, la facilidad
imaginativa para ilustrar concretamente problemas abstractos, la agilidad pa-
ra pasar de las palabras a sus correspondientes simbolos (y vice-versa), y el
uso de algoritmos apropiados en construcciones matematicas. Naturalmente,
no hay comprension si previamente no hubo conocimiento.

De particular importancia en matematica, es la sub-categoria que esta-
blece Bloom de la comprension , y la denomina: ‘‘traslacion’’. En matemati-
ca, se recurre con mucha frecuencia al simbolo ‘‘secundario’’, escrito o ha-
blado, tales como ‘‘raiz’’, la variable ‘‘x’’, efc. . . los cuales tienen un pa-
pel fundamental en la gimnasia mental que exige la matematica. Es muy posi=
ble que estos simbolos no respondan adecuadamente a lo que representan.
Por ejemplo, si el par ordenado (4,4) indica al alumno el Racional 4 coma 4,
o que el cuociente trigonométrico sen m/sen 2 7 da el resultado % , ya que
los 7y los sen se simplificaron,no se ha asegurado el uso correcto de simbo=
lizacion, dejando sin cumplir una de las tareas de la COMPRENSION.

4,3, Aplicacion.

Antes de entrar a una mayor explicacion sobre la categoria APLICACION,
conviene recalcar que se debe tener presente que la clasificaciéon de los
objetivos educacionales segin la Taxonomia de Bloom, acusa siempre rela-
cién estrecha entre lo que puede rendir el alumno, y lo que le fue ensenado.
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No es facil establecer la diferencia entre COMPRENSION y APLICA-
CION, ya que el mismo proceso sicologico (generalizacion y transferencia)
aparece en ambas categorias. De alli surge la dificultad en formular un cri-
terio objetivo para distinguir entre ambas. La mayor diferencia parece cone-
sistir en el grado de elaboracion manifestado al realizar una tarea matemati=
ca determinada.

No obstante, existen varios rasgos caracteristicos que dan a conocer si
un problema es de la categoria APLICACION. Los planteamientos ‘‘prefa=
bricados’’ de ciertos problemas, en que se exige que el alumno aplique prin-
cipios dados a situaciones reales de la vida diaria, son generalmente de es-
ta categoria, entendiéndose que el estudiante no aprendio esos principios de
esta manera.

Quizas, para el caso del problema prefabricado, un rasgo que lo coloca
definitivamente en la categoria APLICACION, seria el hecho de que se ne-
cesita normalmente por lo menos dos pasos para lograr su resolucion:

i) formulacion simbolica del problema, y
ii) transformacion del simbolismo por medio de cierto algoritmo previo.

Si el material dado es suficientemente distinto de lo que el alumno apren-
dio, se consideran como casos de APLICACION; las situaciones en que el
estudiante debe realizar varios pasos para lograr la solucion, o utilizar va-
rios algoritmos sucesivos cuya relacion entre si no le fue ensenada, corres-
ponden a esta categoria.

La manera de describir los objetivos toma normalmente la forma siguien-
te:““Utilizando el principio dado, el alumno debe ser capaz de resolver pro-
blemas de caracter cientifico, como también ejemplos sacados de otras esfe-
ras del saber humano’’.

El profesor, ademas, puede desarrollar mas objetivos especificos de
APLICACION, relacionando topicos en una disciplina con otras areas cien-
tificas, o nuevas areas dentro de la mateméatica.

4.4. Buasqueda Abierta.

El proceso del pensamiento de mas alto nivel, se denomina BUSQUEDA
ABIERTA, y consiste primordialmente en desarrollar actitudes de la inteli-
gencia que conducen a solucionar problemas de mayor jerarquia.

Si un estudiante provistc de conocimientos bien asimilados, compuestos
esencialmente de procesos, algoritmos y antecedentes en forma de palabras
o simbolos, no consigue una solucion satisfactoria y completa, no ha alcanza-
do todavia el nivel de la BUSQUEDA ABIERTA.

Existen varios criterios que permiten distinguir entre el proceso PEN -
SAMIENTO ALGORITMICO y la BUSQUEDA ABIERTA. Entre otros se con-
sideran: a) la cantidad de principios o antecedentes aplicados; b) el grado de
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diferencia que existen entre los datos formulados y los de problemas mode-
los; y c¢) la riqueza intelectual demostrada en la eleccion de combinaciones
de procesos y disciplinas al margen de toda rutina de la materia asimilada.
Pero, la diferencia esencial entre estos dos procesos del pensamiento, es la
que existe entre el pensamiento, REPETITIVO y el pensamiento PRODUCTI-
VO.

En fin, para aportar mayor claridad en reconocer la BUSQUEDA ABIER-
TA como proceso del pensamiento, conviene estudiar un poco los dos nive-
les correspondientes de la Taxonomia de Bloom: ANALISIS y SINTESIS.
Analisis.

Por medio del esquema establecido en la pagina 41, sabemos que ANA-
LISIS es el nivel taxonémico inferior en el proceso mayor del pensamiento.
Aparece justamente cuando no existe solucion algoritmica util para resolver
un problema dado.

El nivel ANALISIS, que requiere comprension tanto del contenido como
de la estructura del material, es sinénimo de habilidad para subdividir un
planteamiento o problema en sus elementos y partes constitutivas, dejando en
evidencia la jerarquia de las ideas y explicitando las relaciones entre ellas.

Los objetivos en la categoria ANALISIS, tienen la forma: ‘“‘El alumno
debe ser capaz de analizar la informacion conveniente en un problema dado y
establecer una relacion correcta entre las partes fundamentales de esa infor-
macion para llegar a la solucion’’

Sintesis.

Dentro de ese mismo proceso del pensamiento, a saber BUSQUEDA
ABIERTA, existe otro nivel que es como la culminacion para la inteligencia:
la SINTESIS. Este nivel maximo consiste en la destreza y habilidad para jun-
tar partes y elementos que deben constituir un todo novedoso con sentido
creador. Puede involucrar entre otras cosas, un plan de operaciones o una
investigacion, como también un conjunto de relaciones abstractas que condu-
cen a clasificar informaciones adecuadas.

Todo lo anterior nos hace descubrir el comportamiento eminentemente
creador de este nivel taxonomico. De alli surge como dilema, la capacidad
de parte del alumno en elegir principios que a primera vista pueden aparecer
sin relacion con el problema planteado.

Debemos hacer notar que, en parte, para calificar el nivel taxondémico
alcanzado, hay que aplicar un criterio subjetivo. Si para un especialista
una materia no es completamente nueva, exigiendo un mero pensamiento re=
productivo, para el alumno lo es, e implica un pensamiento productivo desde
el punto de vista educacional.
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5. REALIZACIONES PRACTICAS.
5.1. Metas Pedagogicas.

Las paginas anteriores son una invitacién insistente a renovar y mejorar
nuestra pedagogia en la ensefnanza de la matematica. Todo profesor debe con-
siderar al educando como principal inspirador del proceso educacional. Hay
que observar al nifio para conocerlo y proporcionarle situaciones de aprendi-
zaje de gran riqueza, a fin de que pueda desarrollar todo su potencial humano.
Nada mas dafiino para un alumno que un educador que s6lo mira el Programa y
sobre esa base, organiza y realiza su clase.

Consecuentemente, la tarea de un profesor de Matemitica no puede con-
sistir exclusivamente en ensenar una coleccion de conocimiento, y desarrollar
todo un equipo de procedimiento para resolver problemas. No debemos perder
de vista nunca que un motivo fundamental para incluir la Matematica en el
curriculo escolar, en su valor intrinseco,

5.2. Ideal para alcanzar.

Cuando un profesor de Matematica ensefa a sus alumnos como resolver
un problema dado, exigiéndoles su reproduccion o el mismo procedimiento pa-
ra obtener la solucion de un problema similar, el nivel taxonémico se reduce
a CONOCIMIENTO, COMPRENSION y hasta APLICACION. Esta ensehanza
no deja de ser meritoria, pero no debe consistir en un ideal. Hay que esfor-
zarse por llegar al nivel superior. Para tal efecto, conviene realizar ejerci-
cios de ANALISIS.

Este procedimiento desarrollado por Gagné (1963), consiste basicamente
en dividir un problema complejo en sub-ejercicios componentes, establecien-
do relaciones validas entre ellos. Una ejercitacion adecuada con los sub-
ejercicios debe preceder todo intento de solucién del problema completo.

No existe un método standard para inducir la solucién de problemas a
nivel superior. La capacidad e inteligencia del profesor encuentra aqui un
vasto campo de actividades. I1.0os primeros pasos en este sentido son espe-
cialmente inseguros y desoladores, pero la perseverancia conduce a un re-
sultado 6ptimo.
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