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PRESENTACION
0000000000000000000L000

Nuevamente el Centro de Perfeccionamiento, Experimen-
taci1én e Investigaciones Pedagbgicas pone en manos del profesorado de
Matemldticas de nuestra ensefianza media un notable aporte cientifico -

pedagdgico de nuestro colega el Prof, Hernin Cortés Pinto.

Este folleto viene a ser la natural complementacibn
del que entregamos el afio pasado referente a la Unidad 3 del II Afio
de Ensefianza Media (Geometria Vectorial Afin). Suministra el material
de ensefianza, y la adecuada metodologia, para el desarrollo de la Uni
dad 3 del III Afio de Ensefianza Media (Geometria Vectorial Métrica ).

Al igual que su congénere mencionado, este trabajo
adopta el punto de vista moderno para el enfoque de la Geometria con-
sistente en un esfuerzo por algebrizarla por la via del Algebra Lineal,
Esta vez se incorporan los aspectos '"métricos" de las figuras del pla-~
no euclidiano, lo que lleva consigo no sblo la mejor introduccibn a 1la
geometria cartesiana métrica plana, sino ademfs la méas natural conexidn

con la Trigonometria,

Es de esperar que los maestros, para guienes esta obra
fue expresamente concebida y redactada, saquen el mayor provecho pro-
fesional y formativo de su lectura y estudio, La Direccidén del Centro
espera acoger de muy buen grado cualquier sugerencia, consulta o co -
mentario al respecto que los sefiores profesores quieran hacernos lle -
gar. Esta colaboracidn es siempre indispensable, pues toda Reforma Edu
cacional debe apoyarse en la participacidn activa de todo el profesora

do, que es felizmente lo que ha estado ocurriendo hasta ahora.

ABRIL 1972,-
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De acuerdo con el espiritu de esta Unidad 3 del III Medio,
este folleto viene a continuar y completar las nociocnes de Geometria Vec
torial de II Medio que expusimos en un trabajo anterior ( Bibl, /107 7.

La Geometria vectorial lana métrica es en efecto un enri
quecimiento complementario de 1la Geometria vectorial plana afin, Y no una
alternativa enfrente de ésta, La geometria métrica ( ya plenamente "eucli
diana' ) bresupone cumplidos los Principios y aceptadas las conclusiones
de la geometria afin; sbélo que aquélla agrega nuevos principios y obtiene
con ellos - y con los anteriores - nuevas consecuencias,

Admitida la intencidn doctrinaria de una algebrizacién mo_
derna de la geometria clésica ( Bibl, 107 : Obj. v ) , el marco univer
sal en que se desarrolld la geometria plana afin fue un espacio vectorial
abstracto bidimensional cualquiera V,, En ese &dmbito previo ocurriri aho
ra un fortalecimiento de 1a estructura algebraica vectorial mediante 1la
incorporacibén de 1la nueva idea de Producto Escalar de dos vectores, si
bien directamente inspirada en 1la antigua nocidn fisica de trabajo de una
fuerza; como su nombre lo indica, no se trata de una auténtica multiplicg
cibn vectorial, sino de una ley de composicién externa que asocia a dos
vectores dados un nfimero real, En la estructura abstracta de " espacio
vectorial euclideo " E esta ley de composicibn viene condicionada por una
axiomltica especial ( Cap. 2 ) ; didécticamente, csta reglas bésicas del
producto escalar pueden motivarse obteniéndolas primero como teoremas en
un modelo concreto como es el espacio vectorial R™, en que el producto es
calar puede definirse directamente por una férmula aritmética en términos
de las componentes numéricas de los vectores factores ( Cap. 1 ).

El producto escalar de un vector por si mismo ( cuadrado
de un vector ) habri de ser un nfmero real no negativo, de tal modo que
esté bien definida su raig cuadrada aritmética; este namero a a su
vez se adoptari como expresidén de la "norma' del vector &, Y teniendo
agi la norma “EW como un nfimero real no negativo asociado a cada vector

espacio vectorial "normado" ), se esth a un paso de definir algebrai-

camente una "distancia entre dos vectores, y bpor ende pasar a convertir
E en un "espacio métrico" ( como en teoria de conjuntos ),

Esta esponténea metrizacidn algebraica introducida en el &m
bito propio del Algebra Lineal tiene plena utilizacidn en la Geometria pla
na, que ahora por ello mismo basa a constituirse en geometria de tipo mé-
trico (Cap. 3 ), Cobran sentido asi las clésicas nociones de longitud de
un trazo, razén entre trazos cualesquiera, bPerpendicularidad de rectas, con
gruencia de figuras,etc, Surge también 1a circunferencia como importante
lugar geométrico que compromete la métrica,yY ol Teorgma de Pitégoras apare
ce como el principio egregio de la geometria métrica, asi como el Teorema
de Thales lo era para la geometria afin,

Regresando al modelo vectorial aritmético R® Premunido de
métrica mediante el consabido Producto escalar, se obtiene una Geometria
cartesiana ( o analitica) plana métrica ( Cap. 4 ), como continuacidn de
la nue se habia logrado iniciar - en ¢l aspecto afin - en IT Medio, Se in-
corpora esta vez una férmula pitagbrica para 1a distancia entre dos puntos,
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una condicidn de perpendicularidad de rectas y 1la ecucncidn cartesiana de
la circunferencia en todos los casos.

El otro aspecto métrico fundamental dd la gcecometria plana
es la Goniometria o medicidn de Anpulos ( Cap. 5 ) A.ui ¢l producto esca-
lar también es ¢l cncorgado de asocinr a cadz Angulo un ntmero real bien
determinado que se denomina su coseno, nocidn cue junto con la Be seno
tienen antiguo origen en la trigonometriac de los primitivos astrdnomos he
lénicos. Se organizan asi las ""tablas goniométricas™ gue permiten resol-
ver perfectamente los problemas cque relacionan magnitudes longitudinales
con magnitudes angulares. Todo ello tiene su aplicacidn culminante en el

cflculo de trifingulos o Trigonometria propiamente dicha, ( Cap. 6 ).
Vv
v
n
Hay adicidn y Ly
ponderacidn v, E
PLANO AFIN
IR2
PLANO i
CARTESIANO
ATIN |
1 |
PLANO |
CARTESIANO i
METRICO !
|
|
|
Hay producto
escalar
PLANO METRICO
E2 |
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Desde luego, renovamos aqui los Objetivos generales gue nos
propusimos en la Urnidad de GECMETNTA VECTORIAL AFIN. Y ahora agregamos los

vi) COMPRENSION DEL PROCESC DE ABSTRACCION QUE LLEVA, DESDE

ix)

UN MODELO NUMERICO RESTRINGIDO DE PRODUCTO ESCALAR DE
DOS VECTORES, AL CONCEPTO GINERAL DE ESPACIC VECTORIAL
EUCLIDEO ABSTRACTO CON DEFINICICN AXIOMATICA.

(Una ampliacidn del Objetivo iv)

PARTICIPACION EN EL PROCESO DE ALGEBRIZACION DE LA GEO
METRIA PLANA METRICA QUE UTILIZA UNA ESTRUCTURA DE ES_
PACIO VECTORIAL BIDIMENSIONAL EUCLIDEO.

( Ampliacidén del Objetivo v )

HABILIDAD PARA SUPEDITAR BAJO DICHA ESTRUCTURA VECTORIAL
EL PROCESO DE ARITMETIZ.CION DE LA GEOMETRIA PLANA ME—
TRICA QUE NCS LEGO EL METODO CARTESIANO DE LAS COORDE-
NADAS (RUDIMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA)

( Ampliacidbén del Objetivo vi )

DESTREZA EN EL MANEJO DE CONCEPTOS, DE FORMULAS Y DE
TABLAS GONIOMETRICAS LN PROBLEMAS CLASICOS DE TRIGONO_
METRIA,

B I B B ¥ @6 @ R A ¥ I A
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"Matemftica Intermedia, Parte 2"
(Univ Stanford, 1965 ). Art. 11-4 al 11-6,

"Mathématiques 22 AB" rojo
(L' Ecole, 1963). Lecc., XII, XIII, XV, XVI, XVII

"Mathématiques 22 CM" verde azul
(L'Ecole, 1962), Lecc. XXIT, XXIII, XXIV, XXXIII,
XXXIv, XXXV .

"Mathématiques 12 CM" celeste
(L'Ecole, 1962). Lecc. XII, XIII, XIV, XV, XVI .

"Matemdtica Moderna " . Vol. III
(EUDEBA, 1970). Cap. 11, 12, 17, 18.
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HERNANDEZ - ROJO - RABUFETTI - HERNANDEZ:
"Conceptos bfsicos de Matemitica Moderna'
( CCDEX, 1966). Art., XII. 7

MURDOCH : "Linear Algebra for Undergraduates'
(Wiley, 1959 ). aArt. 10 .

ECCLES-VANCE=MIKUL.:
"Ainalytic and Vector Geometry"
(Addison-Wesley, 1969). Art, 5-7 al 5-9.

SMAIL: "Trigonometry Plone and Spherical "
(Mc Graw-Hill, 1952 ).

H., CORTES: '"Geometria Vectorial Afin. Guin del Profesor"
(Centro de Perfeccionamiento, 1971.)

NOTA, | Este Gltimo folleto seri nutridamente referido
en el presente trabajo, sdlo con la sigla
WG Vehe s
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(Ver Programa de III Medio, Unidad 3 ) ,

PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES. Producto escalar de vectores en :mz;
sus propiedades. Cuadrado de un vector, cuadrado de un binomio vectorial.
Norma de un vector; sus propiedades; vectores unitarios,

ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO,. Axiomftica de Bspacio Vectarials Euclideo~+{cm
producto escalar) E sobrg IR; concepto de norma de un vector en E., Mé&-
trica en E., El modelo IR como espacio vectorial euclideo de dimensibn 2.

EL PLANO METRICO E, . El plano vectorial euclideojsus puntos son vecto-
res en E,. Sus rec%as tal como en el plano afin, pero esta vez con vec-
tores en"E,. Longitud de un trazo, distancia entre dos puntos. Rectas
perpendicu&ares, como pares de rectas cuyos vectores de direccidn tie-
nen producto escalar nulo; trazos perpendiculares., El triéngulo rectén-
gulo; teorema de Pitdgoras, teoremas de Euclides.

EL PLANO METRICO CARTESIANO. Caso del plano euclideo :ma. Referencial

cartesiano ortogonal, coordenadas ortogonales de un punto. Férmula para
la distancia entre dos puntos., Ecuacibén de la circunferencia. Ecuacidn

de la recta; condicidn de perpendicularidad.

GONIOMETRIA.OGoniometria en E,; definicién del coseno de un &ngulo (in-
tervalo de 0 a 180°) como el“»roducto escalar de los vectores unitarios
seglin sus lados; el seno de un 4ngulo definido en funcidn de su coseno.
Tablas goniomégricas. El coseno y el seno como componentes de un vector
unitario en IR~ en un referencial cartesiano ortogonal. Interpretacidn
grédfica del producto escalar de vectores.

TRIGONOMETRIA. Expresiones de las funciones goniométricas para &ngulos

en el tridngulo recténgulo; sus valores para fngulos notables. Férmulas
del argumento suma . Tangente y cotangente. Identidades y ecuaciones tri
gonométricas sencillas. Tablas trigonométricas simplificadas, aplicacio=-
nes a problemas pricticos. Teorema del Seno y Teorema del Coseno en un
triéngulo cualquicra. Teoremas de congruencia,
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2 3l
Producto escalar de vectores en R ; sus propicdadese Cuadrado de un
vector, cuadrado de un binomio ve¢ctorial, Norma de¢ un vector; sus propie-
dades; vectores unitarios.

—_—

1.1 PRODUCTO ESCALAR EN T2

. . . 2
Universo: Espacio vectorial IR

[/ "G.V.A": Cap 1y 27 .

1.11 Definicidn
Una duefia de casa se enfrenta al mercado de dos bicnes, cuyos precios

unitarios son p, y p,. Se decide a comprarlos cn cantidades x 5 el
. 1 1 2
respectivamente; su gasto total_ es

x1 p1 = X2 p2 .

Los matemticos dicen azui que el vector "cantidades" (x, , x,) = ¥
se multiplicé escalarmente por el vector "precios" ( Pq s Ps) =2ﬁi El nfi

mero real que expresd el gasto total 1lo anotan

_ —
X e D -

Queda sugerida asi la siguiente

Def, En el espacia vectorial bidimensional ]RZ (sobre R ),
se define una ley de composicidn externa
:m2 ” :RE ;> R

denominada PRODUCTO ESCALAR de dos vectores

Acostumbrar a los alumnos a no omitir el punto en ¢l producto es-
calar,

efe Ejemplos
1) ("5,3)0(4,-1)=(-5)0L“+30("1) - =23 ,
2) (75 0) a1 30 ) =27 o0y 086 = «F .
3 (22 M/ 3 ) (0 :0 ) = 2.0 + T o0 =0,
B 0 1) sl uet ) 20 oo % o B)Y =0,



3."'

Estos cuatro ejemplos son casos tipicos

Los dos primeros muestran que el prc ucto escalar de dos vectores pue-
de ser tanto un nfimero real positivo como negativo .

El tercero sefiala gue un factor vectorial nulo ('fy) es suficiente pa-
ra tener un producto escalar nulo ( 0 ) , Sin embargo, ello no es necesa-
rioj ya que el cuarto ejemplo presenta un producto escalar nulo, sin que-
ninguno de los factores sea el vector cero.

1.2 PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR

2 .z -
El producto escalar de vectores en R- tiene propiedades fundamentales
gue los alumnos ensayarin demostrar como pequefios tenremas,

1.21 Conmutatividad

Teor. E\,?EJRZ:
?o?-’—'%o—a\
Prueba
s 7= ( ) B =0 b, bs )
ean a = 2y 85 s Db = 11 P5 Je
. “‘).—’_ _ _—36'—7
e "8 b= a,lb1 - a2b2 = b,]a1 - b2a2 =il a
( Prop. M, en R ) ( qeceds )
1.22 Factores ponderados
Teor. ?,?e‘mz; peR:

(p®) .o=p(T.T)=3.(p¥®)

Prueba

Sean @ = ( a,,

e p®).TD

I
~
e}
<)
-
3
D
ny
p—
L]
)
o’
-
o'
n
N
|
~\
ol
)
pas. §
p—
o'
P N
%
~~

paa)b2

[ "G.V.A. : 2,117

=P i a b, ) + p ( azba) =p (a,lb1 +, agby ) =p (&,

(Prope M, en IR ) (Prope M, en R )
5 4 ( geeods)
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Por otra parte

- — - = ; = =
8. (D) =g M B=p (B rant 2 D)
(geesds)
(Art. 1.21 ) ( caso ant.) (Art. 1.21)
1423 Factor suma
- = — 2
Teor, a,b,c €R s
2. (B + 0) =B s
Nota, Haréd bien el profesor en escribir en otro color el signo +
del primer miembro, pues &ste indica adicidén en IR" en tan-
to que el otro sblo expresa adicidn cn R, Por ello, no ca-
be aqui hablar de distributividad.
Prueba . 0 .
Sean : T = (a1, a2) , b = (b1, ba) , C = (cq, 02)
" - = —
o e benTe = byto, 4 b+ GnY 5 L MBIV g 121 7

o’e "Bra (bis"g )m a1( b1 + c1) + a2( b, + c, )
= a,]b1 +ac, + a2b2 + a,c, ( Mq en R )
= ( asb, + azb% ) + (a,]c1 + a2c2), (A2 v A3 en R )
=2 .+ 7 o C
( geeeds )
1.24“Factor cero
TCOI‘. gﬂ E ]R2
->o .(T>= O
Prueba
Sea a’= ( a4 8, ) ¢
. - = _ _
oce &-s O°=( a1,a2) o X 0y O ) = aq0 + a0 = 0 § areais

L"GV.A" 5 1,14 7

1.25 Factor diferencia

Teor. P

- = o 3
):a;b—a.?

( Ver Nota em Art. 123 ')
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Prueba
- (—-2 --)) ( \
a . (b=e = a, b1 - c1) + az(b2 - ¢,) = (a,lb1 + agbg) - (a1c1 + a2c2)

—

N S
a3 b~a,;c

1

( f‘ueodo)

1.3 CUADRADO Y NORMA EN IR2

1431 Cuadrado de un vector

—) z -
Def, a’ € ]R'z: E1l "cuadrado'" de un vector es asi
.2 " . el producto escalar del vector por
— — -
a = &, a si mismo.

Hacer hincapié en que el cuadrado de un vector NO es un vector, sino
un nimero real simple,

De hecho, para & = (a11 a2) s.Se tiene

1.32 El cuadrado de un vector
es un nimero no negativo

Teor, v/ € ]R2

o > 10

Prueba 2 2 >
a = a, +oa, f;; O, puesto gue las bascs de estos cuadrados

son nimeros reales,

1.33 Cuadrado nulo

Teor. _32 =0 El cuadrado de un vector es nulo si y sblo
si el vector es nulo,
— ==
a =0
Prueba _22 . 2 z a2 o
= 24 2 2
2 JL 2
a,lj:[0=a2

( geeeds )



1.34 Cuadrado de un binomio vectorial

—>
Teors ?; b € IR2 2

- = —
(a+b )2 =a +2a . b + b

Prueba
- 2 2 2 2
a+1B ) = (a,I + by, ast b2) = (a1 + b1) + (a2 + b2)
2 2 2 2
= 1 + 2a1b1 + b1 4 a, + 2a2b2 + b2
2 2 2 2
= (a1 - ) + 2( ab, + azbz) + ( b, + b, )
=% + 22.. W+ BF
(q.eodo)
1.35 Norma de un vector p
Def., A todo vector & en R- le asociaremos un nfmero real no ne
gativo.
izl

que denominaremos NORMA de & y ¥ cue definiremos como la
raiz cuadrada aritmética del cuadrado del vector :

=1 V22 - \/a?2 +« &2

Este nlmerc real existird siempre, pues la raiz cuadra
da aritmética de un ntmero real no negativo (Art. 1.32) existe y es finica
[?rograma Oficial de II medio; item 2.3 /.

136 Propiedades de la norma

He ajui tres importantes propiedades de la norma , pa
r, vectores en IR™, que los alumnos demostrardn como sencillos teoremas.

Teon, 1 e 5
P T l 2l = 0o&=3 =0 ?}
Prueba
‘“2”:0(::\,\/a12+a§ = 0 & >a$+a§=0@a1=o-a2<=.}2=(?
(q.e.do)
Teor, 2 o
le =l = |»ol | 2
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Pruecha
”p5)||=\/(pn)2+(pa)2 =\/p2(a2+a2)
1 2 1 2
MEVE w2 = o] 1P et

Se aplicd el conocido teorema de Algebra de II Medio
referente a la raiz cuadrada aritmética de¢ un producto de reales positivos,

— v o
Teor. 3 ‘” a+b] < “:“ # “—b)”l Se conoce como

DEZIGUALDAD TRIANGULAR

Para probar ecste teorema, intercalaremos el notable

Lema -g), ?>€ ]R2 :
—gé.ifl s “a>! ”7?“ S e ccnoce como
DESIGUALDAD DE SCHWARZ
Prueba del lema ( o de Cauchy-Schwarz )
(3. T?)Z = ( asb, + a2b2)2 = a% b? + 2 ajbiasbs + ag bg
= (@ - ag ) bf + 2ajbjash, + (2 - a% ) bg
_ 22 2 2 2 2 22
=8 & B8) - ( a5 bi—2aybasb, + a5 b3 )
2 o2 2
=3P - ( asb, = asby )
e (@ B’“)ﬂ L 2232
Ve. msV# VR
b ,3 %lé“;“ u.’gil ( qeeoed. )
Prueba del Teor. 3
“?4-?“2 = (?\+T:)2 (Art. 1,35 )
= B+ 28, B+ (Art. 1.34 )
L vz |B. Pl 7 [/ "ALG.I MEDIO" Art. 5.63 7
éii?iFa + 2=k H?“ ¥ “-gH2 (Lema de Schwarz )
SO ey IS i e 1

||?*-€ < ﬁ:“ + I]E"ﬂ ( qeeed. )
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137. Vectores unitarios

En :ma, danos ¢l nombre de vector unitario a todo
vector cuya norma (Art, 1.35 ) sea la unidagd real

Qgi. a vector unitario
=1 = 4

Ejemplos c1ésico§ de vectores unitarios son los
que componen la "base canbnica! en IR s / "GV A" 2414 2

ﬁ
i=01,0) |, ?:(0,1);
pues : || T ]|= \/ 42 + 02 =1, T2+ 2 o g

1¢4 PRIMERA SERIE DE BEJERCICIOS OPERATORIOS

1) Dados los vectores

'?:QJ),“?:(A,z), T=(2,-3),
calcular a’, ( B+ ) y también a’. T + 5*.'5;,
verificando el cumplimiento del Teor, 123

2) Para vectores en RS » probar gug:

i)(-ZU.?=-<Ei?)ii(-ﬁ>
ii) (rz%.<s?)=(rs)<?.*>

3) Dados los vectores

nO) L sl gy

2
Calcular ‘lé?_-§e|L
%) Provar que, para 3, V'€ B | 1a condicisel =, ell= =2 )

equivale_g afigpar que esos vectores son Colineales acordes ; es
decir , a’= k b con k >0 ,

5) Para vectores en RS » Probar que
IZ+3] = 2-% e— 2.9 .0,

6) Probar que es gélido ( o que es falso) el éscolio siguiente,para
vectores en IR :

N

; {17 ¥

¢ Justifioue su conclusidnm .

> > -5
a , b linealm, depend.-::él il

¢Es vAlido el reciproco



7)

8)

9

10)

90"

Verificar la Desigualdad de Schwarz para los siguientes pares de veg
tores :

i)

ii)

> -

a={(858,12) , b= (-6,8),
B=l1,=2) , = (-4, 8).

Verificar la Desigualdad Triangular de normas para los siguientes pa
res de vectores :

i) a=(8,-15) , ¥B=( -3, -4),
ii) a=(0,9) , b=(4, 3).

Definiendo, por,analogia con Art, 111, un producto escalar para
vectores en R” , verificar la Desigualdad dc Schwarz para los si-

puientes pares de vectores
—’n
1) &=(3,1, 1) i B
i1) &=(2,1,6) , ¥

(=2,3,2) .
(0,3’-1"')0

I

Idem, verificar la Desigualdad Triangular de normas para los siguientc
tes pares de vectores :

i) 2)2(132’-3) ) ?=(—2,1+,2).
ii) ?:(-3,-1,2) . ?’:(-6,-2,4).
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2.ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEDO
©000000000000000000000000000000000000000000000000000

Axiomé&tica de Espacio Vectorial Euclideo ( con producto esca
lar) E sobre j concepto de norma de un vector en E. Métrica en E.
El modelo. R" como espacio vectorial euclidco de dimensidn dos,

= ; 2 5
El espacio vectorial R“ con producto escalar no es sino un
modelo preparatorio de una estructura abstracta més general, que denomi
namos Espacio Vectorial Euclideo

B,

sobre el cuerpo R de los nfimeros reales,

Esta vez el producto escalar de dog vectores no se define di
rectamente, sino cue sbdlo se le reglamenta axiomdticamente en sus pro-
piedades mis bAsicas. Muchos son los modelos (ue pueden construirse en-
tonces satisfacicndo los axiomas generales de adicidén, ponderacibdn y
producto escalar,

Si ademis de esa triple agrupacidén de postulados admitimos el
axioma de la dimensibdn finita, tendremos espacios vectoriales euclideos-
n-dimensionales E_ , Y es precisamente en un E, o un E. en rue se desa-
rrolla la Geometria vectorial métrica plana o éel espagio.

2.1 ESTRUCTURA DE ESPACIO
VECTORIAL FUCLIDEO &

Universo : Un espacio vectorial E,
sobre el cuerpo R ,

2e11 Axiomética del Producto
Escalar abstracto

Def. Se dice que un espacio vectorial E sobre el cuerpo IR es
EUCLIDEO , si se ha definido una ley de composicidn externa

E x E——m— R

denominada producto éscalar, con las siguientes propiedades:

- =3
Ax. S4 a, b €E:
?.?:?.—2
Ax. S, PER;a,VEE :




1Me=

Ax. S, 3, b, ¢ & E:
2. (BFP+o)=3.F+a.c¢c
Ax.S,_} ‘V?e E :
a.a>0

El Ax, S, estipula la conmutatividad, o mejor dicho la sime-
tria del producto escalar abstracto.

Los Ax.S, y 53 establecen la bilinealidad del producto esca-
lar abstracto; de €llos”y de S1 se desprenden sus duales, que veremos
en Art. 2.13 y 2.14 .

El Ax.S, esti destinado a permitir definir ulteriormente una
"norma" asociada a cada vector (Art, 2.23 ); con ello, todo espacio vec
torial euclideo es un ""espacio normado. Y es bien claro que en un es-
pacio normado la introduccidn de uga métrica es inmediata (Art. 2.32 ).

212 Ejemnlos

1) Desde luego, un primer modelo ya conogido de espacio vec-
torial euclideo (bidimensional) es R , con ¢l producto
escalar definidg en Art. 1.11 .

Efectivamente, se /ha probado que se cumple alli el Ax. S
( Art. 1.21 ), el Ax.82 (Art. 1.22), el Ax2 S, (Art. 1.23). En cuaﬁto
al importante Ax.S), su cumplimiento en IR eg inmediato, pues

—— - — —_— )
B e a>=a§+a§ ‘")O, y &6 a=0&8a=0 |, ( Arts 1.35 Jo

2) El1 espacio vectorial R® , / "G.V.A. : 3,22_/ , resulta
euclideo al definir el producto escalar asi:

( xo]' X2, 0'0'., xn ) . (y1, yz, ooy yn )
= X1y1 + X5¥p t+ eee + X ¥

n .

2.13 Escolio del posfactor pegnderado

Teor. q € R; :E’G_E:

gl aT e atd %)

Prueba > 3 P —_— >
)=(gb) ea=q{.2)=q(2.7%)

(Ax.S1) (Ax. 85) (Ax. S,)

1
( qee.d.)
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2.14 Escolio del prefactor suma

-l b
Teors | a, b, cE E :

(B+T) .

Prueba
- = — — = — 5 - -5 > —
(a+b) .c¢= E?. (a"+ b) = c.5$+ Ceb = 2.0 + b0
( Ax.8) ( Ax. S3) (4x.51)
( geeod,)
2,15 Factor diferencia
Teor, 2,—’3,—36 E :
— — > - - —_ =
ae(b=-=c)=a.b=-a.c
(Generalizando el Teor. 1.25)
Prueba
= - - - =
?.@Q?)+?.c=?.[(?-c)+?7=a.b
( Ax.S3) ”
AV
g .(?— 3 = g’og -?o?
( q.e.d. )
2.16 TFactor cero.
| i M
Tatin E?éfE T (Generalizando el Teor. 1.24 )
a e O = O ;
/
Prueba
—
Dado b € E :
— —_ _— J _ — — —
B O mes tr=b )L B, B s T ©
(Art. 2415 ) (q.e.d-)

Evidenyemente no hay teorema reciproco. Tal como ocurria en :m2 ’
(Ej. 1.12-4/), un producto escalar en E puede ser nulo sin ~ue ninguno

de los factores sea el vector cero.
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2,2 CUADRADO Y NORMA EN E

Aqui generalizaremos en abstracto las situagiones concretas vistas
en el pé&rrafo 1.3 para el modelo preparatorio IR

2,21 Cuadrado de un vector

Def, Vac€E:
(Generalizando la Def, 1.31 )

Del Ax.Sh desprendemos cue

3 > e (YZEE)
y ademés e LE
¥ - oma’=-T .
2,22 Cuadrade de un binomio vectorial
Teor. - .
a, b EE : 7
@+D)°2 =22+ 23, B+ B2
(Generalizacibn del Teor, 1.34 )
Prueba

(22 D= @+ . (F+F) = @+B). D @+8) . B, (Ax.55)

N ( Art. 2.1‘* )

(q.e.d.)

2,23 Norma de un vector

— —= : \/=
Tenemos que: V2 € E : a° 2 0 +°. Existe \/_;2 en IR:; ~
Por tanto cobra sentido la siguiente
Def, NORMA de un vector 2& B : (Generalizando la Def.1.35)

|z - V=R




U ym

2.24 Desigualdad de Schwarz

(También llamada de Cauchy-Schwarz )

N
i g " T EE : ( Generalizacibn del Lema de
Prueba
= 5 = 2
e e 0 (Art. 2.21 )
( s 70
(Se supuso Ee% 6? pues para-ga= ;é
el teorema es obvio )
g 3y 2
=22 - _ 2. (P24 (&8 7 O (Art.2.22)
el BE
o]} 1=l
: 2
puesto que jfgiz_ =
- 2 ‘
‘32)< 2, ) 2
&
2. |

( geee.ds)

Una elegante demostracidén de un escolio sumamente fitil.

2.25 Propiedades de la norma

Teor. 1 ‘ E : .

- Vv € (Generalizacibm del
| ¥l =0 = 7-7 Teor. 1.36-1 )

Prueba

}‘?u =o<—_—)\/v2=o(~:,‘7\2=om*?’=6* s ( Art. 2.21)

(qeesd.)
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Teor, 2 pER, 7V EE

= l'p v“ - t P’ “ vl, (Generalizacidn del Teor. 1.36~2 )
Prueba
Prueba

Lo
<
1
/
—
~
Lo}
<y
VN
I
/
ﬁ
n
/
ﬁ
n
I

2 [ 1=l

geeedso)

Teor. 3 sehicas

a,b EE :

- = ||—4 ‘—% (Generalizacién de

1Z+F | << 7] + l P T.1.36-3 )
Prueba

(s R P s T saT v (Art. 2,22 )
> - ->r e
<a2+ 202.%1+ 3 /ALG.I MEDIO" : 5.63 7

<|z|? - EH?H 1570+ | 21|° (art.2.23 5 2.28 )
RN L L e
)
Ve < VA=) « 17017

1= %h <[IF

Nota Estas tres propiedades se utilizan ¢omo
axiomas al definir un espacio vectorial
normado ; vale decir, con normas pero no
necesariamente con producto escalar.

W=
' o "b h ; ( geelsd.)

2.26 Vectores unitarios

Def. Se dice que un vector en E es
UNITARIO toda vez que su nor- (Generalizando la Decf.
ma vale 1. 1.37)

(Basta decir que el cuadrado de un vector unitarié debe valer 1)

Algunos autores distinguen los vectores unitarios reemplagando la
flechita por un circunflejo,.

Por ejemplo, para a # O :
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En efecto,

(Arts 2,23 ) &

2 ' e - - -
En el modelo R, teniamos los tipicos vectores unitarios de la
base candnica

/N 7N\
1=(1,0) y 9=C86;1) ( Arts 1237 );
en este modelo son unitarios todos los vectores U = ( a,b ) tales que

a2 + b2 =

2.3 METRICA EN E

Adelantaremos aqui una nocidn de teoria de conjuntos gue profundi-
zaremos algo mis en IV Medio en la Introduccidn 21 An&lisis, donde tam -
bién daremos una motivacidén de la axiomAtica respectiva.

2.31 Axiomas de la métrica,

Def. Se dice gue un conjunto M es un
ESPACIO METRICECO

si se ha definido una funcibn distancia
MxM —& SR
tal que se cumplen
Ax.1/ dx,y) >0, (V=x,yeM) ;
con Al zy)=0¢&dx=y.

(T
-

AX,2 a( x,y ) = d ( y,x

Ax.3/ a( x,y ) + da( y,z ) ;; d( x,z ).

2,32 Métrica del espacio
vectorial euclideo

Teop. EL ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO E
(y cualquier espacio vectorial
normado) ES UN ESPACIO METRICO,
CON LA FUNCION DISTANCIA.

a(z,8) = |%-7.




Prueba

Jt—
1) a2 = || o-7 .I , (Art. 2.23 )
¥ a(?,?):o(:ﬂ _‘?“ S0P -F=0E=7T-T7.
(T.2.25=1 )

Se cumple pues el Ax. 1 de la métrica.

ii) a( @,b) = "?-?“:l}(’é . - “(4)(?-?)“
= [ IR-7) = |2-7) = a®@) .
(Te2.25=2 )

Se cumple pues el Ax, 2 de la métrica.
) A + AT = | T-37 2- P
HeB—T) s (3| = P2 = a2 e
(T02.25-3)

Se cumple pues el Ax, 3 de la métrica.

i

( gsdedsls

2.33 E1 modelo :ma,
El modelo

1) Asi, en el caso particular del modelo aritmético :m2 de espacio
vectorial euclideo bidimensional, tenemos un pspac1o métrico, Para la dis
tancia entre dos puntos a = ( &gy 2, ) vy b (b1, b, ) tendremos :

)2

a (@) - [ a, , bmayl =\/(b1-a1) + (by-a
( Art. 1.35)

Utilizaremos esta métrica bidimensional en Geometria vectorial para
metrizar el plano euclidiano.

2) En el casg del espacio euclideo n-dimensional Rr" , la distancia
entre dos puntos a = (a1, Boy ees an) ¥y b= (b1, Dy eee bn) esti dada

por i
=3 >, 2 2 2
a@, 59 = V (0,-802 + (08,02 + eee + (ba )2, (Art.2.12 )

2.4 SEGUNDA SERIE DE EJERCICIOS OPERATORIOS.

1) Siendo a = (a1,a " b = (b,4 b,) vectores arbitrarios en ]R2, de
terminar cudles de las alternativas siguientes definen un produc-
to escalar legitimo

i) a,b =

11 iy 2 a,lb1 o aZb2 )
iii) -2(a1b1 + a2b2) iv) (a1b1) + (a b2)
v ) a, b +a,|b2+a2b,|+2a2b2 vi) a1b2 4 a2b,l .



2)

3)

L)

5)

6)

7)

8)

18~

Sea V un espacio vectorial sobre IR. Poniendo por definicidn

— = ——
a.b=o ’ (Va9b€V)’

(resulta ser asi V un espacio vectorial euclideo ?

Sea (E, » ) un espacio vectorial euclideo ., Definiendo

-Eéo-§»= p ( ;7.-§9) , ( p constante ) ,

determinar para qué valores de p es (E, o) también un espacio vecto-
rial euclideo.

Hallar las normas de los siguientes vectores en R @
2 1 2
(

1
I ST LR LA

i) ( 3, &4, =3, 1) - ii)

Hallar las distancias entre los siguientes elementos de :m3 $

= SO —>
e B, T b Y . B, Oy wF) . Bed G, w0

comprobando rue se cumple el Ax., 3 de la métrica,
En un espacio vectorial normado N (Ver Nota en Art.2.25), probar que:
i)adlpa,pbo) = 'p l d (=, 7®)

ii) d (&R&C , o) = 4 ( =, F)

(La métrica en N se define como en Art, 2.32 )

En E, probar que la Desigualdad de Schwarz es una igualdad si y sblo
si los vectores son linealmente dependientes,

Siendo By9859 e 5 B (EZR+ s probar que

a b § s 2
( agt 8yt eee + an) ( 2, + ese + = ) —~ o .

(Sugerencia: Usar Desigualdad de Schwarz en R ) .
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D& EL PLANO METRICDO E
0000000000000000000000000000000000000

El plano vectorial euclideo: sus puntos son vectores en E., Sus rec
tas tal como en el plano afin, pero esta vez con vectores en E,°, Longi-
tud de un trazo, distancia entre dos puntos. Rectas perpendiculdres, como
pares de rectas cuyos vectores de direccidn tiene producto escalar nuloj;
trazos perpendiculares. El tridngulo recténgulo; teorema de Pitégoras, tes
remas de Euclides.

Comenzamos ahora la Geometria vectorial plana métrica (Geometria en
E, ) . '

31 EL PLANO VECTORIAL EUCLIDEQ

3411 Universo

En todo este Cap., 3 estaremos en un espacio vectorial euclideo
BIDIMENSIONAL cualquiera,

3.12 Puntos en E2

Tal como en el plano veetorial afin / "G.V.A." : k.22 / , en esta Geo-
metria vectorial plana métrica.

PUNTO ES TODO VECTOR Ez
a€k *fA
iy | g
! Cu
3,13 Rectas en E2 N

Tal como en el plano vectorial afin / "G.V.A." : 4,23 / , en esta
Geometria vectorial plana métrica,

| RECTA ES TODO CONJUNTO DE PUNTOS (VECTORES) DEL TIPO
@ 5 {'f-')eEa | T=T+t7 , (WTer),

DONDE U, v SON VECTORES DADOS EN E,, CONV# T .

]




3.1k Incorporacibn de las propiedades
del plano vectorial afin.

Son entonces automlticamente vidlidas en E, todas las propieda-
des del plano vectorial afin que hemos estudiado en“II Medio. Las incor-
poramos pues al patrimonio del plano vectorial euclideo, y pasamos a es-
tudiar entonces las dem&s propiedades que le son caracteristicas ¥y que no
procedian en el plano afin,

3.2 LONGITUD DE UN TRAZO,

%3+21 Definicidn

Sea ( A, B ) un trazo dirigide
en E,. Sabemos /MG.V.A.": 4,53/ que
para“A(Z) , B(B), al trazo dirigido
le estéd asociado al vector J

AB=h2a
= - a . I
) B £
Entonces viene al caso la siguien 4

te

LONGITUD de (A, B) : &
Def, e
— | =) = = - (O

|aB|=8FBl=[v- 3l g o

Comparando con Art. 2,32, vemos que la "longitud" IABI puede
consi%erarse - con Pl?Ef sentido métrico- como la DISTANCIA entre el pun-
to A(2) y el punto B( b ) ,

“ Queda pues autométicamente introducida una métrica en el plano
vectorial euclideo EZ' cosa que no tuvimos en el planoc afin.

3.22 Longitud en conexidn con 3
razbn de trazos dirigidos.

Esta ''distancia" de puato 2 puntor puede ponerse en conexidn con
la-"razén! entre trazops, dirigidos, que vimes en 21 pleno affn /TG.V. 4 7/ :

k,72 7.

En efecto, alli nos referiamos exclusivamente a un par de trazos
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dirigidos ( A, B ) y ( C,D ) que fueran comparables ( "afines" dijimos )
entre sij ello ex1gia rectas portadoras paralelas o coincidentes .
—
Teniamos J’ CD
0
¥ g
AB = k C,D m
TT XS
M
B = £

Pero ahora, en Geometria métrica, de<:)obtenemos

Beaskid=e)
I S’-E’ll; 1 kerd (Te2.25-2 )
J
lae] = x| lopl
d
|
15 = (¥

NGtese gque ahora el nlmero positivo |k IAPHR&CE EFECTIVAMENTE
COMO UN CUOCIENTE ( entre dos longitudes ) y no sdlo comd una 'razbén"
simbbélica como fue en Geometria afin.

Ademésy AHORA PODEMOS LEVANTAR LA RESTRICCION DE TOMAR EXCLUSI

VAMENTE TRAZOS PARALELOS O COLINEALES. Nada nos impide, en Geometria métri
ca, formar cuocientes entre longitudes no nulas cualesquiera, no importan-

do ya que los trazos considerados sean afines entre si o que nBO lo sean.

3.23 Vector unitario colineal acorde con
el vector asociado a un trazo dirigido,

Problema En el plano vectorial euclideo E; , dado un trazo dirigido (A, B),
hallar el vector unitario ‘@ colineal acorde (del mismo sentl-

do) con el vector A,B ,

H0ole Que @ sea colineal acorde con §j§>significa
e que estén en razbén de homotecia positiva:

LE = k% , (k>0)

R
"A,B|’ = I k f” 1}" , puesto que | ﬁf!l = 1 (Art. 2326 )
|
s YIE| 4
J
—2 1 =
0 =“A,Bl A,B > A = Tﬁljl_




sy La resolucidn de este problema se dice NORMALIZACION del vector

dado A,B .
En términos de vectores puntnales se tendré:

& _ —b4>-z)
o -a

3.3 PERPENDICULARIDAD EN E2

Una nocidn muy elemental pero caracteristica de la geometria mé
trica es la de perpendicularidad. Por ello, en un planteamiento de Geome-
tria vectorial métrica en base a la introduccidn del producto escalar de
dos vectores, la perpendicularidad de rectas en el plano euclideo E2 debe--
réd definirse en directa conexidén con dicho producto escalar,

3.31 Rectas perpendiculares

SR S _ Gréficamente '"visualiza-
Def. ; \
ef CRI (u1, v1) ’Ggg(u2’ v2) < B mos la perpendicularidad
asi:

»c..y Pensamos en la es-
cuadra.

DCS RECTAS EN E2 SE DICEN.
PERPENDICULARES

TODA VEZ QUE SEA NULO EL PRODUCTO ES
CALAR DE SUS VECTORES DE DIRECCION.

Ejemplo
En el plano cartesiano Rre (con ejes ortogonales) probar que
las rectas t t2x -3y +5=0, 6225 3x + 2y - 1 = 0 son per
pendiculares.
En primer lugar, tenemos que poner las rectas dadas en lengua-
je vectorial (Art.3.13 )/ .

Parametrizando la primera

(.21: X ]\

|’ (YVte r)

-,

(Y VIS
‘-'-
+
Wi

T= (0,§)+(1,§)t, (Ve R =>7= (1,-‘%).
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Parametrizando la segunda:

Geine

\ (Vt € Rr)

e (o,%)+(1, -%)t, (VtE R — V—;= (1, _g)

Ahora formemos el producto escalar de sus vectores de direccibn:

7>.7‘=(1,-2-)‘(1,-2)=1.1+§.(-3)=o
1 2 3 2 3 2

(Art, 1411 ) 1L "

R 4L,

(qee.d.)

3«32 Trazos perpendiculares.

Para dos trazos en E; , se dir&n "perpendiculares” entre si to-
da vez gue sus rectas portadoras lo sean; vale decir, toda vez que sea nu-
1o el producto escalar de los vectores asociados a dichos trazos dirigidos
L PGV A" 2 L,27/ . Tenemos asi 1a siguientes

(1,8)_L (c,0) c B .
Def. 1‘ ' 2
w— Y e
AB , GO = o
(Ver ejercicio A B
3.5-13 )

Ejemplo En IRZ, dados los puntos (referencial cartesiane ortogonal )

A(2,0),8(-2, -3 s C(3,9).

probar que el trifngulo es recténguls en A,

Tenemos :

BB o 0= (B=a) w (=) = (=9, «3) 5 ( =3, 9 )

= (=9)e(=3) + (-3)e 9 =0 = (4,B) _| (4,0 ).

Que los alumnos terminen de cerciorarse de ello construyeando el
respectivo gréfico en coordenadas ortogonales,

NOTA.= La necesidad de interpretar hechos métricos en un plano
cartesiano con p2ferencial ortogonal quedard explicada
més adelante (Art, 4.11 ).



3.4 EL TRIANGULO RECTANGULO

3.41 Teorema de Pitégoras

Sea ABC un trifingulo en E
( 4,8) 1 (B,c).

o9 tal que

Tenemos entonces el siguiente princi
pio fundamental de la Geometria Métrica
/A. Cortés, "MAT.82 ANO": 7.8 y 8.4.6_/.

IMNE - Lacl? |

( PITAGORAS )

Teor. + IBC'Z

Prueba A,ﬁ + B,dsz A,C

ey [ =N
(5B + 5,0 )2 = 1,02

L _) e

8,02

A,B® + 2 A,B . B,C +
Por otra parte S
( A,B )_L( B,C ) (:)A,B =
Luego =) ) -
LB + BE® = &0 °
— N\ _.)
15812 + 58 158l
|a? + [Bcl® = |ac)®

2k -

( Bucle I 47 )

/"G VLA b.55 /

=m21

B,0

(Art.2¢22 )

0 (Art.3032 )o

( Art.2.23 )

([L]."t.3.21 )

k]

(qee.da)

3,42 Primer Teorema de Euclides.

Of"-f- 3-2= Cz

g@=0=p
q2 = c2 - 2cp + p2
h? = b2 - q2 = b2 - ¢ + 2cp - p2
ne + p2 = 2cp = a®
a° = 2cp - al
2 . R 2
2a“ = 2cp —_— a~ = ¢p

(Ver Ejerc. 3.5-12 )

E1l cuadrado de un cateto es
igual al producto de la longitud
de la hipotenusa por la longitud
de la proyeccidn de ese cateto so

bre ella.
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3,43 Segundo Teorema de Euclides.

| E1 cuadrado de la altura es igual al

P qZ- e > producto de las longitudes de las pro
(p+q) = ¢ yecciones de los catetos sobre la hi
> > > potenusa.
P + q + 2pg = ¢
a2 - h2 + b2 - h2 + 2 pq = a2 + b2
2 2
2pag=2h _=——=\ h™ =pgq

(Ver Ejerc. 3.5-12 )

3.5 TERCERA SERIE DE EJERCICIOS OPERATORIOS

(Los problemas siguientes deberédn resolverse por métodos vectoriales)

1) En el plano E,, probar que si en un triéngulo se cumple la propiedad
pitagdrica (suma de los cuadrados de dos lados igual al cuadrado del
tercero), entonces es un trifngulo recténgulo .

2) En E, , probar que todo &ngulo inscrito en una semicircunferencia
es recto.

3) En Ey , probar gue las diagonales de todo rombo son perpendiculares.

L) Ea IRE, hallar la recta que pasa por el punto ( 2,0 ) y es perpendi-
cular a la recta 7= ( 1,1 ) + (2,-3)t , (Wt €&€R).

5) En E>, probar que el conjuntojz.de los puntos equidistantes de dos
puntos dados A y B es la recta perpendicular al trazo ( A,B ) que pa-
sa por su punto medio M,

—> >
(Sugerencia: Basta probar que Y P € ‘C : A,B ., M,P =0,

6) En :mz, con coordenadas ortogonales, se dan los puntos

slisgzy o ®wespy o oed® . Ey:
3 3
’ 'ABI
Hallar la razon |K5» o

?) En E,, en un triéngulo ABC recténgulo en A, se conoce ‘BCI=:25(\/ 5=1)
y la“altura 48 Calcular las longitudes |4B|y |AC|.

\/§“+ 1

8) Se da un trifngulo ABC recténgulo en A. Se proyecta ortogonalmente
un punto M de la hipotenusa en P sobre AB y en Q sobre AC , Probar

que la suma |
|AP IAQ!
[AB) *TAaci

es constante, cualguiera que sea ME BC .,

|AH| =

(Sugerencia: Aplicar el teorema de Thales de la G. afin )e

9) En E,, nos damos una recta‘jt que pasa por Ay esth orientada (eje)
por un vector de direccidn unitario b . Probar que, para todo punto
Q del plano, la proyeccidn ortogonal del trazo dirigido ( 4,Q ) sobre
B ’ proy

el ejeR tiene la medida algebraica,
A

p=5Q0 . %



10)

11)

12)

13)

26 [ Dand

Aprovechando el EJer0101o 9) grobar gue la distancia de un punto da-
do q a una recta dada ) viene dada por

\/[<a>-a>-(?-a’). £€7 « (=) .

Aplicar la fbdérmula del Ejercicio 10) en el plano ZRE, en coordenadas
ortogonales, al cflculo de la distancia del punto ( =3, 2 ) a la rec-
ta Lbx -3y +8=0, Resp. 25

(Sugerencias: - Parametrizar y vectorializar la recta, como
en el Ejemplo de Art, 3.31 .

- Normalizar su vector de direccidn, como en
lflrt. 3.23 . )
Demostrar vectorialmente 10s dos Teoremas de Luclides (Art.3.42 y

301"’3 ).

Demostrar que la perpendicularidad de dos trazos dirigidos es indepen
diente de la eleccidn del origen O,
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bk, EL PLANDO METRICO CARTESIANO.
00000000000000000000000000000000000000000000000000000

Caso del plano euclideo IRZ + Referencial cartesiano ortogonal, coor
denadas ortogonales de un punto, Férmula para la distancia entre dos puntos
Ecuacibn de la Circunferencia. Ecuacidn de la Recta; condicibén de perpendi-
cularidad.

Regresamos al espacio vectorial métrico bidimensional

IF

de nuestro primer capitulo, pero ahora para hacer alli geometria plana mé-
trica.

4,1 REFERENCIAL CARTESIANO
ORTOGONAL .

4,11 Ejes ortogonales en el plano :m2

En el plano vectorial euclideo ( IBZ, . ) nos damos la base canbdnica.
{/.\ -~
1, J
~ 7~
coni=(1,0), 3 =(0, 1) , que son como sabemos vectores unitarios.

En seguida, los ejes cartesianos [/ "G.,V.A." : 6,11/ :

P
X:T=t%, (Ytem) Y R?
o A
Y:P=uj, (Vu€ER)
Pero
T.5=10+01=0 1A
4 (art. 3.31) 1
xly 5
0 rd X
Por tanto
El referencial carﬁesiano candnico en el 'Rz Y
plano euclideo (IR™, . ) estéd constitui-
do por dos ejes necesariamente perpendi- y__-_-'P
culares entre si (ejes cartesianos "orto :
gonales ' ), |
I
|
(En los diagramas, deben tomarse los trazos |
unitarios /0,1/ de ambos ejes congruentes B} |
entre si ) 0 X b%
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k4,12 Coordenadas cartesianas ortogonales de un punto

Para cada punto P(¥) se tendrén en
tonces dos coordenadas cartesianas orto
gonales (x,y), tales que

T=xT+3y7F, /fG.V.A.": 6,13 ]

En papeles cuadriculados, los alumnos
dibujarén el punto dadas sus coordenadas
ortogonales (x,y) y vice versa,

4,2 DISTANCIA ENT:E DOS PUNTOS

4,21 Fébrmula para la distancia

En el plano métrico cartesiano IRZ, nos damos dos puntos
Pq (X1, y1) ’ P2( s 8 yZ) .

Su distancia es (Art. 3, 21)'

d(!‘_‘, r l = ”

1'3’2"5'1) I

2
H(x -

<::l|¢rll

d =\/(x2 - x1)2 + (v, - y,])z\ (Art. 1.35 )

L,22 Ejemplos
1) | Probar que los puntos en (1R . )
2K 2,8) 5 BO 3,2°) 5 ¢'9, L’ )

determinan un trléngulo recténgulo isosceles .

Bok « |4z -V (3=1)° + (2-8)° = \/.2‘2 V 4o
iacl =V (9-1)2 & (4-8)2 =V 8% + 42 -V 80

2V 10
LV 5

1c| =Y (9-3)% + (42)2 =\[6° + 27 =\Ho = 2\/70
.. | AB|=
Ademés: | 4B|° + chrZ 3 ',;clz (tridnge—rectingulo Eje 345 = 1 ).

2) | Aplicando la férmula para distancias en (:mz,

los siguientes tres puntos son colineales :
AC1, =2) , B( 4, 2) ,0( 10, 10) .,

SLI.— IAB’ =\/(‘+-1)2 + (2 ¥ 2)2 \/ 32 5 l+2 = 5 .

. ), probar que

IBC| =
|AC| = (1.-1)2 + (1O+2)2 = \/ 92 + 1224; 15
|aB| + IBcl = |acl
[Tl « 58l =Yme) - o8 + 5.8

JpgR: AB = p3B,C , (Bj. 2.4=6: iii)

(2

A, B, C ¢olineales




29.—~

4,3 LA RECTA =

& -

4,31 Ecuacidn de una Recta
en el plano euclideo IR

o 2 o o
En el plano cartesiano métrico (R, . ) reproduzcamos el racioci=
nio que para este mismo tdpico hicimos en geometria afin /TG.V.A.": 6.31

, (Vtem ,

—_ — —_—
Sea la recta G{ : r = a+thb

= —>
con a'= (a,, a2) y b= (b, b2) o
—3
Poniendo para los diversos puntos de(R_: r = (x,y) , tendremos

x=2a_, +t b1

Qs

_ (V t € R)
y =2, + t b2
i
y-az
r-wlie =m (coeficiente de direccidn deGZ )
i

I

Revisense todas<T§s deméds censideraciones que hicimos al respecto en
aquella oportunidad / "G.V.A.":6,31 al 6433/ . También la ecuacibn cartesia
na de la recta que pasa por dos puntos dados,/"G.V.A." : 6,34/ , y el pro-

blema de la interseccidn de dos rectas en R-, /"G.V.A." : 6.35_7 .

mXxXx + n

4,32 Condicibn de perpendicularidad
de rectas .

Sean Q(Z,‘B) 3 6)\, @, ') rectas en el plano métrico (]RZ, e Je
Sabemos que:

@_LQ\L;'}? . o 0 , (Art. 3.31)

0
b b} +b\f>' = 0 (Art.1.11 )
1549 22 ’ s
P D ( . i
o -1 (suponiendo b, £ 0 #£ bl vale
1 1 decir rectas no paralelas al
eje Y )
m m' = -1 (Art04-31

Tal es la condicidn para que dos rectas en :m2 (no paralelas al eje Y)
sean perpendiculares entre si.
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L,33 Ejemplos

1) | Recordando una propiedad de geometiria elemental, estableci-

da vectorialmente para el plano métrico general E,, (Ej. 3.5-5),
2

probar que la simetral l de un trazo dado, digamos

A( -2, 5) , B( 8, -1),

es la recta perpendicular a este segmento que pasa por su
punto medio M.

Sels gen K = -iP(x,y) Em2| [apl - lep | {

§{P & l: :

Vix + 22+ (y - 52

\{ (x-8)° + (y+1)2

bx - 10y + 29 -16x + 2y + 65

Esto prueba desde ya que‘J‘ es una recta.

Por otra parte, M(3,2) es el punto medio de (A,B), y tenemos
5¢3=3,2 = 9 = > M Q_J;; la simetral 4; pasa por el punto medio del
trazo dado.

Por Giltimo, el coeficiente de direccibdn de la recta J;es m = %

En tanto que el coeficicnte de direccidbdn de 1la recta<K§}es

m'_}'B-yA_ -1=5 _ é
B Xp = X, = B+ 2 | 5 *
/__/'.'G.V.A'.’ : 6.3&7
Y tenemos: m n' = % . —%2 2 = 1 ¢£ul.§§’,

Ello prueba que la simetral es perpendicular al trazo dado (A,B).

2) La recta que pasa por cl punto A( 5,-3) y es perpendicular a una
recta /X corta a ésta cn el punto B( -3, 2) Hallar (R %
-"A\'|
Sol. Para (X =TB:

Sea m el coeficiente de direccidén de (J\.:

Ge_L ’R-::)m m''= -1 =m. (-g )
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Luego (]l y:—g X +n 3 peroBEQ:) 2=%.(-3)+n
ole (;Z ! ¥ = % X + é%
\/
<EL : 8x - 5y + 34 = 0 Res?.
3) En el plano métrico B nox danes a1 tridngulo de vértices

A( L",B ) ’ B( -2, 1 ) ] C( "5, "5 ) .

Hallar las ecuaciones cartesiznas de sus tres alturas (trgns-
versz2les ortogonales ) y encontrar su punto de concurrencia
(ortocentro ).

Sol, - Coeficiente de direccidn de ZE’:
mo BT 1.3 - d
c x, - X & =2 =i} " B 2

B A P
~Coeficiente de direccibdn de BC :

S N B
By = kc s g+; = &3
& C - *p "

~ Coeficiente de direccidn de “ChA :

S

By 7 X, =X -

C

3.+ 5 8
b +'5
- Transversal ortogonal (altura) por A :

Qly-yA=-—‘1 (g-x )

y-}:—% (x-'+)—_—>x+2y-’lO=O Re

- Transversal ortogonal (altura) por B :

622 Y-y ¥ =& (x - x3)

| 2%
-1=-%

y (x + 2 )

y 9x + 8y + 10 =0 Resp.
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- Transversal ortogonal (altura) por C :

1
y_yc=—m—(x-xc)

L -

y+5==3x+5) —

-\ 3 +y +20 = 0 , Resp,.

- Veamos la existencia de un punto de concurrencia H para las tres
alturas,

(} 6? X +2y = 10 =0
Ay N %2, 9x + 8y + 10 = 0
l
L = = 10
y= 10, Tomando pues (=10 , 10 )

. - A |
podemos ver que estas coordenadas también satisfacen la ecuacidn de \< ;.

Con ello (EJ('\ (Elﬁ Q-j = {H}.

Asi las tres alturas concurren al punto ( ortocentro ) H ( =10, 10)

L,4 LA CIRCUNFERENCIA Resp.

4,41 Definicibn métrica de la E,
Circunferencia en E2

Def.,

En el plano euclidco E2 se
define 1a

CIRCUNFERENCIA

de centro A( @ ) y radic & &
R, como ¢l conjunto de
puntos

D == (a, &)= {PQEzi

AP' = E

L.,42 FEcuacidén cartesiana de la
circunferencia en R .

Volviendo al plano euclideo IRa

VE(x,y) €% |ap|=€

IP-H - —fP-2l12 - €2
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a, ) ; entonces

1" "2
I’ = ! .
L ot | (x-a)%+ (3-8 =£2 | @
0 sea :
x2 + y2_ 2a1 X =- 2a2 y + (af + ag o éia) = 0 (E)

Se trata de una ecuacibn cuadrftica en x,y ; ello no implica, sin
embargo, que toda ecuacidn cartesiana cuadridtica represente una gircunferen
cia, La forma general de la ecuacidén de una circunfercncia en IR (ejes or
togonales ) es

x2 + y2 +ax+by+c=0 (:)

Pero todavia hay que condicionar el tercer coeficiente, si_se quiere
tener una circunferencia real, Pues, comparando las ecuaciones vy (3 re-
sulta :

Para el centro ( a4y aa) : Para el radio &
R iy b 2 4 2 <<‘.-2 3
1‘2*2‘2@ Tl ¥ B : °

2 2 ’
7o c \]a“ + b
@ (& 4 i
L
Ello exige que en la ecuacibn {3} se tenga:
2 2
a_ + b
CQ——E__.
2 2 ]
; a + b e & e \
Si fuese ¢ = s Seria ¢ = 0 y la ecuacidn 1, nos muestra
que en tal caso la circunferencia degenera e¢n un mero punte®: su centro .
e & o o
Por cierto que si . 2 B » Serla C imaginario y la ecua

25 a + b

gt

cidén ya no representaria una circunferencia real.

4,43 Ejemplos

Hallar la ecuacign de la circunferencia en ZRZ que tiene
centro en (-5, 3 ) y radio \/ 7 ,

1)




Sol

Sol,

\Vxgm %)% + (7

3k o=

Con a, = =5, 8, =3 , £ = V7 , la ecuaci®n <E) (Art, 4.42)

O xte 558 (g w3505 =77,

0 sea x2 + y2 + 10x - 6y + 27 = O Resp.

2) En el plano :m2 (papel cuadriculado ), dibujar la circunferencia
2 2
¥ 3§ =22 ¢ 6+ 6 .50,

Para usar el compis, necesitamos determinar el centro y el radio.

Centro (fbérmula (:) y Art, 4k2 )

-2 6

.’« Centro : (1,-3), Resp.

Radio (férmula(:>, Art. 4.42 ):

) - 2 2
f: =\/('-'2)4 + 6 b= 2 ok R=dio : 2 . Resp.

Hallar laz circunferencia que pasa por los puntos:

3)

B 14,7.) 4. B (e, =31)0 g, Collg, =105

Debemos hallar el centro @ (p,q) de la circunferencia, punto que
debe ser equidistante de los tres puntos dados:

| aql =1 Bg| = |cq]

¥ \/ (xQ - xB)2 i (yQ~ yB)Z =\/'(xQ-xC)2+(YQ-YC)2

{L

i
U

(p=1)% + (g=1)°

!

-2p = 2q + 2 = 2p + 29 + 2 = =2p + 2q + 2

- (p+‘l)2 + (q+1)2 = (p-1)2 + (q+‘l)2

-p=q=P+q=-p+q

Q::u(%?

p=0,aqg=0, ," Q 0,0) es el centro,

Calculemos el radio (distancia de Q al cualquiera de los puntos dados):

E=lal= \/ (XA-XQ)2+ (yA-yQ)2=\/( =0 4 0 Al )™ = N 2

otan W2 es ¢l radio ,




La circunferencia pedida es entonces :

(x = 0)° + (y = o) = (\/_-2)2 ; 0 sea

b'e + y = {2 . RGSE;

L) ‘Hallar la intersecciég de &a recta Ul D L = 0 con 1la

circunferencia é? P X +y +2x -2y - 32

<

&
0

-

Sol. i X=-y+4=0 —=>yy=x+14
Rn 2

X+ y2 +2X -2y = 32 =0

x2 + (x + 4)2 + 2% = 2(x + 4) - 32
4
x + bx - 12
. l
JX1=2 \'/ J/XZ
X

1 y1 =6

]
(@)

"
o

1
)
(o)

w
Entonces

R - {A,B/.-: s con A( 2,6) , B( -6,-2) , Resp.

Discusidn: El problema de la intersecccidn de una recta y una circunfe-
rencia queda pues dependicado de una ccuacidn de segundo gra
do con una incbdgnita . Por c¢llo habri dos, o uno, o ningfin
punto de interseccidn, lo que corresponde a rscta secante o
tangente o separada de la circunferencia.

5) Hallar la interseccidn de las circunfereucias
'47 2 x° 4 y2 -2x = by =4 =0
151

%22): x° 4 yz = 10x - 12y + 40 = 0 ,

Sol. x° 4 y2 -2x = by =4 =0
ﬁzf\ é; $ 2 2
< x* +y° =10x - 12y + 40 = 0
L " (Restando las ecuaciones y con
L N servando la primera)
- . J 2x + 2y - 11 = 0
vog 2

Z | x4+ y2 - 2x -4y -4 =0



36--

Observacibdn,. La interseccidn de dos cir
cunferencias queda asi re-
ducida a la interseccidn de una rccta con
cualquiera de esas circunferencias; es=a
recta (A se¢ denomina EJE RADICAL de amk 's
circunferencias.

Discusiodn., Habiendo quedado el proble
ma reducido al angerior,
la interseccidbn de dos circunferencias cons
ta entonces de dos, o uno, o ningln punto,
lo que corresponde 2 circunferencias seczntes o tangentes o disjuntaa,

Los alumnos encontrarén que el ejercicio propucsto agui es un ejem-
plo del primer czso, con los puntos de interseccibn:

o+ Viar 13- \io

’ 1

« S
9 - /L7
(2L

13 + V 42\
4 / oReSE-

4,5 CUARTA SEEEE DE EJERCICIOS OPERATOBEOS,

(Todos estos problemas estén referidos al plano cartesiano métrico
con coordenadas ortogonales )

1) Probar que ¢l cuadrilftero con vértices (-8,6), (=4,3), (-1,7), (~5,10)
es un cuadrado.

2) En el trifngule rectingulo con vértices (=7,4), (-2,-1), (6,7), probar
que el punto me¢dio de 1la hipotenusa equidista de los tres vértices.

N
3) Hallar el conjuntol~ de todos los puntos del plano cuya distancia al pun
to (5,3) es ¢l doble de su distancia al puntoc (2,1) . Constatar que [
es una circunferencia .

L) Determinar el centro Yy el radio de la circunfer.ncia
Lbx® + 4y2 -8 + by ~-11=0

5) Calcular 1la longitud de la circunfercncia
2x° + 2y2 + 12x = 8y + 25 =0 .,

6) Discriminar si el punto (6, =2) est& cn el interior o en la periferia
0 en el exterior del circulo de contorno

x° + y2 -8x +2y + 13 =0 .

7) Probar gue las circunferencias

2 2
X +y =-bx - 6y = 23 y x° + y2 + 12x - 18y + 101 = 0

son tangentes,
8) Probar que las circunferencias

2 2
X +y +10x - b4y -35 =09 y x° + y2 - 14x + 6y + 34 = 0
son disjuntas,



9)
10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)
18)

37"

Hallar la circunferencia de centro (-4, 2 ) que es tangente al eje Y,

Probar que la ecuacibdn "tipo circunferencia

2x° + 2y2 +6x -2y + 5=0

representa sdlo un punto,
Probar que 1la ecuacidn "tipo circunferenciall

bx° + 4y2 +2x + by + 3 =0
no representa lugar geométrico real alguno.

Probar que las rectas 2x - 33+ 5=20 4 x + % y~-1=0 son perpendicu
lares.

Hallar la recta que pasa por ( =3,2) y es perpendicular a la recta

25
3x - 4y + == 0

Un trifngulo- tiene sus lados en las rectas

bx -3y =0,2x +y = 0 sy 2x = 14y + 75 = 0 ,

Hallar las ecuaciones de 1las alturas (transversales ortogonales) y pro
bar su concurrencia,

En el trifngulo de wértices A( =5, 2) , B( 7, 1) , (4, =3) , hallar
las ecuaciones de las simetrales de los lados Yy probar su concurren-
cia,

Hallar el conjunto interseccidn de la s@gunda recta del Eje 12) con 1la
circunferencia del Ej. 5).

Hallar el conjunto interseccidn de l-s circunferencias de los Eje 4)

Hallar la circunferencia circunscrita al trifngulo del Eje 15),




38.-

5. GONIOMETRTIA
000000000000000000000

Goniometria en E_ ; definicidn del coseno de un %ngulo (intervalo de
0° a 180 ) como el pFoducto escalar de los vectores unitarios segln sus la
dos; el seno de un Angulo definido en funcién de su coseno, Tablas gonio-
méfricas, El coseno y el seno como componentes de un vector unitario en
IR™ en un referencial cartesiano ortogonal., Interpretacibn grafica del pro

ducto escalar de vectores.

3
La Goniometria ( de X:;J V \ sl , &ngulo) se ocupa de la medida de
los &ngulos. Es por tanto un tbpico de geometria métricay “y nos ‘con

rrespon
de ertoncesstratarlocacuf, desde €1 puntg de vista vbcporial (Cap.5).

La Goniometria trabaja «n base a las clisicas seis funciones (noso=

tros nos ocuparemos sblo de las cuatro primeras) :

SENO, COSENO, TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE, COSECANTE,

Su utilizacidn para ahondar en los aspectos métricos del trifngulo cons

tituye propiamente la Trigonometria (Cap. 6 ).

La trigonometria (de TRPIY w v/ o Y ytridngulo) tuvo su origen en los
primeros astrénomos de la Antiguedad. Ya PTOLOMEO DE ALEJANDRIA, en el si=-
glo II D.C. habia resumido y mejcrado los trabajos anteriores de HIPARCO
y MENELAO, indicando ademfs los procedimientos para el "cAlculo de cuer-
das" presagio de la trigonometria.

Con los hindlies y &rabes, especialmente con cstos Gltimos, la trigono-
metria alcanz® tal grado de desarrollo gue fue independizéndose de la as-
tronomia, llegando a ocupar destacado lugar entre las disciplinas matemétic

cas basicas,

Asi, en el siglo VI, ARYABHATTA introdujo las memicuerdas ("sinus") en
lugar de las cuerdas, pr8po*cionando una tgbla de ecstas funciones para An-
gulos en intervalos de 3 s intervalo angular que corresponde al polia
gono regular de 96 lados yatmedido por arquimedes. (La voz "coseno" es pos
terior y proviene de '"complementi sinus", que quiere decir "el seno del com
plemento"),

Entre los &rabes destacd ALBATEGNIO (Mohammed ber Geber Al-Battani, 877-
929)., Independientemente de Aryabhatta, considerd el seno de un arco en lu-
gar de la cuerda del arco doble que usaban los antiguos, Descubrib también

el teorema fundamental de la trigonometria esférica.

El otro avance significativo, 12 introduccién de las "tangentes' y se-
cantes", debibse a ABOUL-VEFA (940-988), quién llamb a 1la primera "sombra:
prima" y a la otra "didmetro de la sombra', Por iltimo, al astr6nomo persa
NASIR-EDDIN ( 120121274%) se debe el primer texto Arabe de trigonometria co-
mo disciplina independiente.
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REGIOMONTANO. (Johamnes Muller, 1436-1476), en su obra "De Triangu-
1is omnimodis libri V', 1464, comenzd a dar forma definitiva a esta disci-
plina. Descubrid la resolucibén del trifngulo en gque se dan los tres lados;
dib tablas de senos de Angulos de minutc en minuto, destacando también la
tabla de tangentes (a la gue llamd ''tzbla fecunda') .

Finalmente, FRANCOIS VIETE (1540-1603) en su "Ad angulares sectio-
nes theoremata'’, obtuvo los desarrcllos de las cuerdas de m@ltiplos de un
arco dado, en funcibn de la cuerda de este arco. Estas férmulas son por
cierto mis couplicadas gue las actuales en que las cuerdas se peemplazan
por los senos.

Resumiendo , las tres etapas en ¢l desarrollc histdrico de la Tri-
gonometria guedan de mnanifiesto en las tres siguientes definiciones de su
objeto.

i) La Trigonometria ensefia a resolver tridngulos planos o esféri-
cos (etapa antizua o "astronbdmica').

ii) La Trigonometria ensefia a relacionar magnitudes longitudinales
con magnitudes angulares (etapa intermedia o "ceométrical)

iii) La Trigonometria es la teoria de seis funciones, cominmente lla-

madas FUNCIONES CIRCULARES (etapa moderna o "analitica" ),

5.1 ANGULCS EN E2

Universc : E1l plano vectorial métrico E, .

5.11 Concepto de Angulo plano

En €l plano vectorial E considcremos un 'Bnguld' de vértice.

2’

A ( gz)
y lados v:g (rayo) & ic (rayo): Ez
{BACS= IBUIC /[7° Afoy

9

Art, 6.17 .

(Se consideran sbélo 4ngulos desde
hasta 180" ).

Sus lados estinm orientados por los trazos dirigidoes (4,B) y (A4,C),
a los que estén asociados los vectores (nc confundirles con los rayos)

> L —~ p— —

e

—_— = =
AB =10 - a y A,C=c=-a |,
respectivamente ,

Por tanto, /"G.V.A." : Ej.h.24k7:
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(

<IBAC={?€E2] T=T+p (F-2), (V¥per )]
U {Pes| = @uq -3, (Veer))]

C
> E,

5.12 Coseno de un 4ngulo en E

Normalicemos los vectores que
orientan los lados del X BAC , hallan
do los respectivos vectores unitarios
(Art.3.23) :

o BB o _ A,C
- |AB | :

<>

1
=
(@]
SN
Y
[39) 4

Formemos su producto escalar:

) E— >
2 S 1 1 4,B , A,C _ A,B .,

* V= TaBr TacT - TAB] IACT

Entonces viene la siguiente

Def.1

E1l COSENO del YBAC C E,

es el producto escalar de
los vectores unitarios se
gln sus lados 3

— 3
A,B A,C
cos {BAC = | AB| [AC]

Escolio Un &ngulo es recto (lados perpendiculares)
si y sblo si su coseno vale cero . [3.32 7

A través del eoseno de cada #ngulo (desde O° hasta 180° )
podemos definir una relacidn binaria para &ngulos que llamaremos '"congrien
cia' -

Def, 2 Dos &ngulos en E, se dicen CONGRUENTES ( == )
entre si toda vez que tengan el mismo coseno.
X BAC = XB'A'C' (==} cos {BAC = cos {B'A'C!

Yor c¢ierto que.gé es una relacidén de equivalencia en el conjunto de
todos los 4ngulos del plano euclideo,

Intuitivamente: 4ngulos congruentes al superponerlos coinciden, por
tener la misma medida o abertura.

[ "7° ARO" | Art, 22,2 7
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513 Tabla goniométrica
de cosenos

Cog todas las clases de equivalencia de &ngulos congruentes entre
si, formemos la coleccibn (conjunto de co njuntes ).

A

Entonces, como a cada clase de &ngulos congruentes entre si le corresponde
un nlimero real bien determinado como coseno comin a todos los &ngulos de
la clase, tenemos una funcibdn

/A cOos > R

ESTA FUNCION PUEDE CONSIDERARSE COMO UNA LEGITIMA "MEDICION" DE ANGULOS( (0b
jeto de la Goniometria) ., -

Examinemos su recorrido en R ; tenemos

\4 { BAC C E‘2 : cos {BAC =“f:%(# '!AA'C' sy (Art, 5.12 ¥ 3.21)
ey i 222
Por otra parte 'm; « A,C |< Hm)lr “ A, : y (Art, 2524 )

luego Icos-{ Bac | < 4

~1<<cos J BACST + 1 .
Asi el recorrido de la funcibn coseno es

¢ ={x € R| 1< x € 1)

Ahora bien, en:la geomectria clésica se ensefia a medir los &ngulos
en "unidades sexagesimales" con el transportador /M170 ANO", Arte20.7/
Sea T el intervalo del transportador (desde 0° hasta 1809), Entonces ese
proceso de medicibén define una funcibdn biunivoca.

A cada clase de &ngulos congruentss entre si le queda asociado un nfimero{
en T , y vice versa,

Componiendo pues ésta con la funcibdn "coseno", tenemos el diagrama

funcional }K\

Resulta asi una funcibn

P >G;

es decir, a cada medida sexagesimal X le estd asociado univocamente un nfi-
mero coseno, en el intervalo cerrado / -1, + 1.7
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La llamaremos T4iBLA GONIOMETRICA DE COSENOS ‘39 COSOA
o° | 1
La imagen de cada AL E T la anotarzmos =2 ,6.
cos \_)( a -906 ~ -0
180 -1

Por ejemplo:

cos 00 = 1

: cos 90° =0 , cos 180° = -1

Los alumnos ceonstatarén estos primcres resultados
aplicando fielmente en cada caso la definicibdn general de Art, 5.12 .

De hecho se trata de una funcibn biyectiva .

5.14 Senc de un 4ngulo en E2

Sea un &ngulo dadog BAC C E, + Tenemos (irt. 5.13):

Entcnces es licita

|cos BACI 1
yl &

2 !
cos <§ BAC 5: 1

U

1-cos°<L BAC> 0. 0 sea 1 - cosod BAC € R}

/Programa Oficial de II Medio; item
2,3/

la siguiente

Def., Se llama
cuadrada
do de su

S EN O (del latin '"sinus") de¢ un &ngulo 2 la raiz
aritmética de la diferencia entre la unidad y el cuadra
coseno

sen gBJ'.C =\/1 - 0052 '{BAC

5«15 Tabla goniométrica de senos

Queda asi definida una funcibn

Su recorrido es
S

sen
A -

= !lx gRr| 9L x< 1!

L

Componiendo eon 1la funciéiAmedicién sexagesimal

remulta una funeidn

N
S -

———a

T — S
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que llamaremos TABLA GONIOMETRICA DE SENOS. oL |sen
(4 0
La imagen de cadacl € T la anotaremos ece seo
90° il
sen X . 180¢° 0

Por ejemplo
' o o o
sen 0" =0, sen 90 =1 , sen 180 = 0.
Se observaréd que esta funcidén NO es inyecti-
va, por lo que tampoco es biyectiva, Es su desventaja frente a la funcibn

cosSeno,

516 Relacidn entre el coseno y el seno

Escolio
fundamental V OL;:E‘ T:

; 2 .
cos O + sen X =1

Es una inmediata consccuencia de 1la definicibdn del seno (Arte5.14).

5.17 Interpretacidn geométrica

del producto escalar

Hemos definido el coseno del &ngulo de medida €N determinado por
dos trazos dirigidos eon el mismo punto inicial, como el producto escalar
de estos vectores previamente normalizados

A,B , A,C
cos A = flg F——
|L‘1 ”““7 il
luego o —— e ]
A4,B e A,C = IlA,ﬁH‘h,CH co8 O

Entonces: || EL PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTCRES, 4ASOCI.DOS A SENDOS TRA-
Z0S DIRIGIDOS CON UN MISMO PUNTO INICIALL, ES IGUAL AL PRODUC_
TO ARITMETICC DE L..S NORM+S5 DE ES0S VECTORES (O LONGITUDES
DE ESOS TRAZOS ) POR EL CCSENO DEL ~NGULO QUE FORMAN .

Ahora es muy fécil ver que:

-En valor absoluto, el producto escalar de dos vectores es menor o
igual gque ¢l productc de sus normas, pues | cosiK1

(Desigualdad de Schwarz , Art. 2.24 ).

-E1 producto escalar se iguala em valor absoluto &l producto de las

normas si y s0lo si los vectores son uno ponderado del otro, pues

‘cosc&J = 1 &&= B OO\/cA; 180°,

( Ej' 204"7 )
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5.18 La nocibn de Trabajo Mecdnico

-
En Mecénica se define el Trabajo de una fuerza constante F, cuyo

puntoc de aplicacidn experimenta un destlazamiento ® , como el namero real:

\
’

W=F.s=Fs cos Ve

-
donde F = [[F |les la magnitud de 1a fuerza ; 5 = || 8| es la extensién del
desplazamicnto y &) la medida del &ngulc que forman estos vectores fisi-

COS.
Por tanto, si el desplazamiento es de direccién Perpendicular a 1la

de la fuerza, cl trabaje es nulo.

Si (U < 900, el trabajo es positivo; si ([ > 900, €l trabajo es
negativo,

5.2 ANGULOS EN IR2

Procede ahora_llevar las consideracicnes goniométricas anteriores al
modelo cartesiano R del plano métrico,

5.21 Coseno y seno de un 2ngulo en Ez

i
R?

En ]Rz, sea Y

-{ X0D

un angulo dado de medida“?i; sea
u el vector unitario segln el ra
yo OD. =
Entonces, por definicidn

(Art. 5-12):

$\ -

cos<X= 1. ga-= (1,0).(u1,u2)= u,

O “>

(Art.1,11) -
Y también por defiriciénm (Art.5.14)

senc<X = \/ 1-cosaoL = \/1-u$ = Uy,

puesto que u, > O -7>>\/ us = | u?'= . 1—~

2//

Por tanto (W = (cos o4 s 8en X ),




5.22 Valores para 0° ., 90° y 180°

Ahora es muy fhcid confirmar quc

cos 0° = 1 cos 90° = 0 cos 180° = -1
sen 0° = 0 sen 90° = 1 sen 180° = 0
Din D Signos del coseno y del seno
También que
0 <ot < 90° \ cos>. >0, senX >0

(primer cuadrante )

> cosx ¢ @,

90°¢ << 180°

(segundo cuadrante )

senX ) 0

b5e=
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6o TRIGONOMETRTIA
000000000000 0000000000000

Expresiones de las funciones goniométricas para &ngulos en el triég
gulo rectédngulo; sus valores para &ngulos notables. Fbérmulas del argumento
suma, Tangente y cotangente, Identidades y ecuaciones trigonométricas senci
llas, Tablas trigzonométricas simplificadas, aplicaciones a problemas précti
cos . Teoremas del Seno y Teorema del Coseno en un trifngulo cualquiera. Teo
remas de congruencia.

6,1 CALCULO DEL TRIANGULO RECTANGULO

Ahora ponemos en conexidn nuestra goniometria de base vectorial con
la trigonometria clésica ordinaria, Claro est& gfie de ella sdlo damos en es
te curso una versidén introductoria, ya gue una mayor profundizacibn en la
operatoria trigonométrica es asunto més bien de la universidad y de las es-
cuelas técnicas.

6.11 Razones goniométricas en el trifingulo recténgulo

En ZRZ, sea ABC trifngulo rectén Y/
gulo en C, Para 0°< % < 900 ; B ‘Rz

cos o{ = |AE| , senX = |ED|
(Art. 5.21)

|ADI A
:%%:=lﬁﬁl (Art. 3,22 y "G.V.A.":5.31) o/
. cos o 1 - I
e, = = cos = TR : >
q (BB >[-—-f§l~iifi i T 5

EL COSENO DEL ANGULC ES LA RAZON
ENTRE LAS LONGITUDES DEL CATETO ADYACENTE Y DE LA HIPOTENUSA.

Por otra parte:

IED| _|ADI
|CB‘lllAB|

CB!
senel_ 1 N sen ol =|,.—
[CB]_ JABI o | 4B

| EL SENO DEL sNGULC ES La RAZON ENTRE LaS LONGITUDES DEL
ICHTETO OPUESTO Y DE La HIPOTENUSA.

6.12 Coseno y seno de f&ngulos notables

Para 45° ‘ Trifngulo recténgulo
isbsceles,




by o=

Y &

cos 45° = éé i _1 Luego :

al2 \/'2 o
cos 450 3 % \/“2—

: il
son #5° = et 2

V s
ave V_E sen45°=§\/2

J Para 30° y 60° Tri&ngulo equildtero,
. trazando una 2ltura.

a
=\/3
cos 300 -2\a = %\/ 3

"o

2 '
sSen 300 = 2 S -;— % s zr-
- X =V/E = 2./3
) 2 _ 1 e
cos 60 = =
a Z
2\/3 Luego cos 30° = i \/_3 = sen 660
o 2 o 2
sen 60 = = =s\/3
cos 60° = % = sen 30
Tabla resumen de los valores ob- = ST
tenidos hasta aqui para Angulos ”__Jigan_ i
. { )
del primer cuadrante (con el sis 0 (o) 90
tema de cuidruple entrada de las ‘_—:Oo 1 &
tablas tradicionales,) 2 5 60
o 1 (o]
45 s\/2 45
60° 1 = o
90° | 1 0°
! P
! COoS \’//

6.13 Reducciones al primer cuadrante

4Aqui reduciremos las funciones goniométricas de¢ Angulos obtusos a
funciones goniométricas de &ngulos agudos,
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R®

&>

oF ----- - - -
()

ol \g \ X
cos (180° o« < ) = - ,QO' - . | g0 . | ol _ = cos X

1 - OP:
@ -

| [ I
sen (18'0 -X ) + |QP, = '-w-;llz' = l-QE = sen ol

= 0B =

Entonces codificamos las importantes férmulas:

Vo < 90° —

c oS (1800 -2 ) = =« cos %

sen (180° = X ) sen -

An&logamente, los alumnos probarfn como ejercicio que:

V<< 90°

- sen™

]

008 (90o + <)

sen (90° + X ) cos <X

6+14 Seno y coseno de una suma

ParacX , ;C" <90°' 4§ se trata de desarrollar

. :
sen (X + ) y cos (F+ 5
en términos de seno y coseno de { y ;3

Primer caso/ K+ /0K 90°

el lcrl + ! #BI IDE! | FB!

S0 (A0 = AB T | A\B| = 74B,* TaBI
IDE| |AE! ., |FB| |IBE!
= 9KE| |(AB] i I BEl  |ABI A

seno{ cos (3 + cos A sen /5




L +/3y = B8l |.D! - CcD _I1AD! |FE/
e = I =[@AB| - [ 4B | = |AB| T|4B|
_I4D! |AE| |FE! IBE|
= cos - cos (v =~ sen 7 sen/ .
Segundo caso/ HA 4 {~+>90°
: - B
sen (o~ + ﬂ’ ) = send = [gg' = seee COMO arriba ...
(ﬂrt.6.13) ) 3
= sen o4 cos /® + cos N sen /2 \
‘ | £C | | cpl | .D|
cos (X +(0) = = cos = = - L L
- 25( |ABI - i AB| F E
([{rto 6.13 )
= ’ADI |FE| comc arriba
- |AB| |‘"{B] L 4 = LR
y . ; , 3
= cosS 7~ cos (% - sen X sen (’3 7 x ok N
. C D

En resumen/ =
sen (X +/2 )

cos (A + 74 )

)
sen* c¢os /0  +

"

cos Y. cos /~

cos 2 sen /%
/

I}
sen 7~ sen /[’
|

6.15 Tangente y Cotangente
Definicidn o gl ]
general TR, = gen cot ol = £Q2
' cOsS ol sen ﬁ; @
o Ello imp%ica que, en el trifngulo recténgulo, se tiene para
0" <KL 90
'BC | (5] |AC|
|AH | BC [AB| lAC |
= T ——— $ cotod = =
b8 7 iAC | | AC] ! IBG| | BC|
|AB | —_

| AB|



Entonces

tg 0=

|
ﬁl COtDL:

|AC| ’

500"

-~ LA "TANGENTE" DEL ~NGULO ES LA R.ZON ENTRE LAS LONGITUDES
DEL CATETO OPUESTO Y DEL CATETC ADYACENTE

,(:> & ' tgX cot X = 1

- LA "COTANGENTE' DEL «NGULO ES LA RAZON ENTRE LAS LONGITUDES

DEL CATETO ADYACENTE Y DEL CATETO OPUESTO.

Calculemos tangentes y cotangentes de fngulos notables

Para 0° y 90% ( sin el tridngulo, pero directamente con (3; )

tg 0 = cos

o
o _s8sen 0. - O
5 =

—

1

1
/ —
& 300 _ Sen 292"= 2 =:1 g 1
cos 300 %\/'? \/‘3- 3
1 e,
o 30° son3e 27
2 = sen 30° - i &
\ 7' & 2
1
te 600861 60° 2 3 w3
& T eos BO° T 1 T%
2
g 60° 3 1
o__co8 B8 . - |
e0t 60"= sen 60V - TGS B \/Er
L §TV @rT\Q:\
/ 7 L o, )
tg 45° ———%ﬁe’i“'?- 2V 2, =1
g ~ cos -4
}«1 )
1 \/-
o) - 2
o cos 457 2 =
S S e
2 \ 2 .

~

<.

0

(No existe)

’
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0o _ sen 90°

1 .
tg 90 = mdg = (No existe )

)
© _cos 90" O _
ORI “sem 900 T 1 ~ R e

Tabla resumen :

vl TG .
0° 0 90°
0

| 13 6o
45° 1 45°
60° Vs 30°]
90o no existe n°

/\

coT o

6.16  Identidades y ecuacioncs sencillas

Ejercicios tipicos para esta parte de la materia consisten en:

a) Probar la validez de ciertas identidades de segunda importancia.

b) Resolver ciertas ecuacicnes sencillas con funciones trigonométricas,
atendiéndose sdlo a Angulos del primer y/o segundo cuadrante,
3

Ejemplos del tipo (2)

TECNICA :iPor ningfin motivo usar 1la igualdad que se pide probar !

Se deberd operar en cada miembro por separado hasta lle-
gar en ambos a la misma expresidn .

1) Probar la identidad:

cos® g - sen® fm 2 o0s° g -1

Scl, Primer miembro :
2
8

0052 £ - sen Sia" £ - (1= cos” ), (Art.5.16)

cos~ f -1+ 0052 2
2 0052 £ -1,

2) Probar la identidad :

2
1 ;gtg £ =cot g - tg 4
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Sol. Primer miembro:

2
1-t8" 4 tg°
e g £ _
tg £~ tg B tg B = ot petgns (167505

3) Probar la identidad:

1 + tg2 4 sen2 2
1 + cot2 I 0052 Js

Sel., Primer miembro :

2 A% sen2 8 c0824¢ + sen2 % 1
l_f tg” 4 3 " com” £ cos" % 0052 y
1 + cot2 $ 1 cos2 N sen2 # + cos2 % ) i
sen” # sen- A SRR 8
. sen2 %
cos2 J ! -

4) Probar la identidad :

sen 2 § = 2 sen g cos 4

Sol. sen2 g ==sen' ( f+ @) =sen fcos f +cos gsengd , ( 6.14)

2 sen g cos £ .

5) Probar la identidad :

cos 24 = cos® g - sen2 2

Sol. Primer miembro :

cos ( g+ f) =cos fcos -~ sen g sen §# (6.14)

cos” g - sen® £ .

cos 24

6) Probar la identidad :

1 = c:o‘l:’+ g = g - ]

senaﬁ senl+ I
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Sol, Primer miembro:

4

cosL+ & J senh p —-cos 4

1=~ cotu £ =1-

sen # sen4 4

(sen2 b + cosz_ﬁ ) (sen2 £ - cos2 ﬁ)_.sena £ - cos2 I

senL+ £ senq J !
Segundo miembro:
2
2 " 1. 2 sen2 g -1 _ 250n" b - (cos2 g + sen £ )
sen2 g senl+ J ! senl+ y ! sen g4

sen2 p - cos2 #

senq 2

Ejemplos del tipo GD

7) Resolver la ecuacibn:

COS X - \[g- sen x = 1

Sol. Expresando todo en términos de cos x :
= o
cos x V3 V1 = cos” x = 1
Aislando el término con radicales Y cuadrando ambos miembros:

(1 -—cos x )

3(1« 0052 x )

0 =4 0052 X -2 Ccos X =2

2 cosax - CO8S X =~1=0
12V 1438 12 3
= cos x, = 1 cos X. = -
L e 1". ’ 2 5 T2
I U
(o] % (o]
x1—0 X2=120

Se ve que x, es efectivamente solucidn de la ecuacidn propussta,
Examinemos 1la vali&ez de la presunta solucién X5
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cos x, -Vfg- sen X, = cos 120° - \f§~ sen 120°
= cos (180° = 60°) V'3 sen (180° - 60° )

cos 60° - \/ 3 sen 60° ; ( 6,13 )

35 . 3V5 - o33

= = 3 s, Y NO 1 COMO SE REQUIERE.

|
1

e}

Resp. O

8) Resclver la ecnacibdn

COS X = Sen X = cos 2X

Sol. Reduciendo el segundo miembro al argumento simple x :

COS X - sen X = 0052 z » sen2 X (Ej. 5)

cos x - sen X = ( cos x + sen x ) ( cos x - sen x )
Nos proponemas dividir en seguida ambos miembros por

COS X - sen x ,

Pero ello supone que este binomio es distinto de cero (si no, no
podemos dividir). Serd pues convenicnte averiguar primero gue pasa si es-
te binomio es nulo.,

cos xXx - sen x =0

U

Sen X = cos X

o) T : .
x = 457, Visiblemente este &ngulo satisface la ecuacibn pro

puesta, Es pues una solucidn del problema,

Ahora viene el caso en que cos x - sen x £ O, ¥y pedemos dividir co
mo deciamos:

1 = cos X + sen X .
Expresando todo en cos x :
1 = cos x + \/1 - c052 X
(1 - cos x )2 s 1w con” %

00828 = CO8 X .

Nos disponemos aqui a dividir por cos x ; pero, con la experiencia
anterior, nos ponemés primero en el caso de ser factor nulo:

cos8 x = 0

" 9Oo Se puede ver que este fngulo tambibén satisface la
B g ccuacidén propuesta,
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Ahora supcnemos cos x Z O y dividamos 1a ecuacidn finalj; nos que-

dan
cos x = 1
X = Oo a - 0
y que también satisface la ecuacibdn pro-
puesta,
Resp, 0° s 45° , 90°.
9) Resolver la ecuacibn:
\/ 2
1+¥3 = . xx = (1 % Vfg) tg x
o 0
Resp. 30 , 457 .,
10) Resolver la ecuacjibn:
tg (45° + x ) = 1 + sen 2x
0
Resp. 0 .,
ETC . ETC,
6.17 Uso de tablas trigonométricas simplificadas.

Lps propios alumnos se pueden confeccionar sus tablas trigonométri-
cas ''caseres" (simplificadas) .

Bastard pedirles que tracen un tridngulo recténgulo de gran tamafio
¥ que midan, lo mejor posible, sus tres lados con una regla milimetrada, Cal
culardn los cuocientes Seén oL, cos A y tg o« para &ngulos o agudos de
grado en grado (repartiendo convenientemente el trabajo en todo el curso),
CON DOS CIFRAS DECIMALES CORRECTAMENTE APROXIMADAS,
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F//’ sen tg cot cos |
1o 0,02 0,02 57 429 1,00 89°
2 0,04 0,04 28,64 1,00 88O
3 0,05 0,05 19,08 1,00 87o
b 0,07 0,07 14,30 1,00 86O
2 0,09 0,09 11,43 1,00 gz
S 0,11 0,11 9,51 1,00 4
Io) b b k] )
0,12 0,12 8,14 0,99 83
8° 0.1k 0,14 7 12 0,99 827
9° 0,16 0,16 6,31 0,99 81,
2 10° 0,17 0,18 5,67 0,99 80
110 0,19 0,19 5,15 0,98 79°
120 0,21 0,21 L ,71 0,98 78°
95 0,23 0,23 4,33 0,97 me
| 14 0,24 0,25 4,01 0,97 762
15 0,26 0,27 3.73 0,97 72
169 0,28 0,29 3,49 0,96 (s
1T 0,29 0,31 ' 3,27 0,96 73
130 0,31 O,BZ 3,08 0,95 727
1 0,33 0,3 2,90 0,95 71
20° 0,3h 0,36 2,75 0,9k 70°
HE R R A
3 0,%0 0,93
237 0,39 0,42 2,36 0,92 67°
2k 0,41 0,45 2,25 0,91 66°
25 0,42 0,47 2,15 0,91 65°
= | e | o | G | oe | o
- 287 0,47 0.53 1.88 0,88 62°
| 29, 0,49 o,sg 1,80 0,28 612
130 0,50 0,5 1,73 0,07 60
319 0,52 0,60 1,66 0,86 590
20 | 0,53 0,63 1,60 0,85 587
|23 0,55 0,65 1,54 0,84 57
| 34 0,56 0,68 1,48 0,83 56°
35 0557 0,70 1,43 0,82 _55°
360 0,59 0,73 7,39 0,87 547
37, 0,60 0,75 1,33 0,80 532
‘ 380 0,62 0,78 1,28 0,79 52
39 0,63 0,81 1,24 0,78 51°
(o}
ko 0,64 0,84 1,19 0,77 50°
46 0,66 0,87 1,15 0,76 49O
42° 0,67 0,90 1,19 0,74 Lgo
43° 0,68 0,93 1,07 0,73 Lo
440 0,70 0,97 1,04 0,72 ko
45° 0,71 1,00 1,00 0,71 h5e
f cos cot tg sen «’/ﬂ

CIFRAS DECIMALES CORRECTAMENTE APROXIMADAS.

He aqui algunos ejemplos tomados del libro de Smail .

Ejemplo 1) En un triéngulo rectlngulo, un Angulo mide 31° y la hipoteny2
sz 40 cm. Calcular los catetos.
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Sol, Datos : o< = 31° : c = 4o .
HeroKes 2 - senX ==> a = ¢ sen <
e
.'s a2 =540 ., 0.52 = 20,8 cm . Resp.
R:cns&:} b = ¢ cos o<
. C o
«"e b =40, 0,86 = 34,4 cm. Resp.
Ejemplo 2) Calcular la longitud de la cuerda subtendida por un &dngulo del

centro de 76 en un circulo de radio 15 cm .

Sol, c =2 r sen c% =2 . 15 sen 38° = 30 . 0,62 = 18,6 cm Resp.
Ejemplo 3) El sol se encuentra a 40° por sobre el horizonte. Calcular la
longitﬁé de la sombra que proyccta un Arbol de 36 m,
N\
Sol. - X
N cot
U
x = h coteX = 36 cot 40° = 36 . 1,19 = 42,84 m
Resp.

Ejemplo 4) Un &rbol de 26m de alto proyecta una sombra de 40 m de largo
Calcular el &ngulo de elevacidn del sol sobre el horizonte.
S (7< 26 6 . OL:::J (o]
0l tgot = o = 0,65 o e 33 . Resp.

Agregaremos des mds de tipo préctico.

Ejemplo 5) Calcular la altura h de un edificie inaccesible, sabiendoc
que desdg un punto A del piso se ve bajo un &ngulo vertical
ol = 43 Y, avanzando directamente hacia &1 una distancia
d = 10 0, bajo otro &ngulo mayor /> = 56° .

Sol. Sea |BDI =éz una incdépnita auxiliar .,

En el trifngulo.recténgulo ADG:

DC h el t7 <:>
W:AD{:d+Z.'.h=(d+z)t80¢

En el tri&ngulo recténgulo BDC :

cot /3 = %%g:= % v o'z =nh cot,/g (:)




580"

Sustituyendo<:)en(:):

h=(d+hcoth) tg <

A 3 d tg > 10 , 0.93 ~
-~ B = Cots tg L - T~ 0,68, 0,95 - =2»> m. He@p,
Ejemplo 6) Una eseala de peso W= 15 kg estld apoyada contra un muro y

un piso suaves, con una inclinacidn oC = 68° » Una perso-
na de peso P = 74 kg estd en el centro de gravedad de la
escala, Calcular la fuerza horizontal, hacia el muro, que
es preciso aplicar al pie de la escala para prcducir el

equilibrio.
Sol, Las condiciones de eguilibric dan:
8
F = § cotoL = —g— o O,4 = 17,8 kg, Resp.,

62 QUINTA SERIE DE EJERCICIOS OPER..TCRIOS

1) Un poste de 13,7 m de altc situgdo en la orilla de un rio sub-
tiende un &ngulo vertical de 11 en el punto mids prdximo en la
orilla opuesta, Calcular el ancho del rio,

Resp. 70,6 m

2) Un barco navega una distancia de 31,2 millas con rumbo de 37° ha
cia el E respccto de la direccidn N, éCuénto se ha distanciado
hacia €l E del punto de partida ?

Resp. 18,7 millas

3) Desde lo alto de una torre de 50 m se ven las dos orillas de un
rio segln Angulos dec 60 y 20 bajo la horizontal. Calcular el
ancho del rio .

Resp. 108,5 m .

L) Probar la identidad

(sen p + cos p) (1 - sen p cos p)o

sen3p + cos3 P

5) Probar la identidad

sen g €o0s g tg q

coszq - senzq 1 - tg2 q .

6) Probar la identidzd

cos r sen r
+ = senr + co5 7,
1T =-tg r 1 = cot r
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7) Probar la identidad con dos variables

sen (p + q ) tg p + tg q

sen (p - g ) tg p - tg q

/SUGERENCIA: Probar primero que sen (p-g) = semp-cosg — cosp

seng_/.
&) Resolver la ecuacibdn

6 cos x + 5 cot x 1% s

9) Resolver la ecuacibn

tg (45° + x ) = 1 + sen 2x .

10) En un circulo de radio 3,5 cm calcular el perimetro del pentégo-
no regular inscrito,
Resp. 20, 65 cm.

6.3 CALCULO DE TRILBGULOS CUALESQUIERA,

6.31 Tecrema del Seno

En todo trié&ngulo del planc, las longitudes de los lados
Teor. son directamente proporcionales a lcs senos de los &ngu-
los opuestos,

a b c

sen™ ~ sen /.  sen y~

Prueha
i) Tri&ngulo acutingulo .
En 4\ ADC

h
5= sen oX_

!

h = b sen X
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resulta al

La entrada en la igualdad de la tercera razdn =
razonar del mismo modo con otra de las alturas, 5P

ii) Triéngulo obtusingulo.

En /\ BDC : En /\ ADC:

% B sen/5 % = sen (180°% <) = sencl

Jj | (Art.6.13)

h =a sen%} B = b Baul :

|

- aesen/? = b sench :

% ,

a = b |

sen<{_ sen,é 9

(geesd.)

6.32 Ejemplos
1) Dados dos &ngulos y un lado :
ot =58 |, (O=36° a=63:4°,

calcular los otros dos lados del triangulo,

Sol, Cé&lculo de b :

—

b = I8
sen/} sen ol khetal Gu5T )
¢ 3 o 2 sen/” _ 63,1 sen 360_ 63,1 + 0,59
om T senws<«  Sen 58° - 0,85
b = 43,8 Resp.

Cé&lculo de ¢ :
6}‘= 180° = (O~ +/7 ) = 180° - 94° - 86° .

¢ _ _a
seﬁ}*’ sen ~{
«'e . 53,1 sen 86° w 635851
&= sen 580 0,85

c = 74,2 Resp.
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2) Dados dos lados y un &ngulo que nd es el comprendido por ellos:
a = 126,3 , b = 78,9 R B

calcular los otros tres elementos del triéngulo .

Sol, Cé&lculo de /3 :

sen & _ _senX
b F a
. ) b sen >
« s« B8en [/~ = 5

Para que exista el trifngulo (debiendo ser sen /3 < 1), los datos
deben satisfacer la condicidn

I a > b sen ol

En tal caso
78,9 sen 29° 78,9 . 0,49

sen /3 = 126,3 s 126,3 e
e [A o
o e ﬁ/ = 18 Resp.

Calculo de XV 2 "
Y= 180% - (0L 4[5y = 180° - 47° Lt N o 133°  Resp.
! {

C&lculo de c :
c _ a

senL)f’— sen oA
o _ 126,3 sen 470 =& 12613 . 0173
ik sen 29° - 0,49

.

« « ¢ = 183,2 Resp.

6.33 Teorema del Coseno

Teor, En todo trifngulo, el cuadrado de un lado es igual a
la suma de los cuadrados de los otros dos lados, me-
nos el doble producto de estos lados por el coseno del
dngulo que forman .

a2 = b2 + 02 -2 b ¢ cos X

Feé vat g c acos /2

c2 = a2 + b2 - 2 a b cos %}M

b
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(&
EZ
Prueba
Utilicemos los vectores en E2:
> — - —> - —-
a=B, $ b=4,C 3 ¢=4A,B , T— 5
7 G
de normas a, b, c, respectivamente.
Entonces:
B,C = A,0 = A,B A F >B
- - = - =) ‘
a2 = (Bo’) =P c 28 .3 +22 (art, 2.22)
J :
a’ = b2 FEIC i (Art.2.23 )
a2 = b2 + c2 -2 b ¢ cosc<l (Arte 5.17 )
(geeeds)

6.34 Ejemplos

1) Dados dos lados y el &ngulo comprendido entre ellos :
a=345,2 ; b= 208,9 3’ =N

calcular los otros tres _elementos del triéngule .

Sol,

Célculo de c: e = a2 - b2 - 2ab cos XP
345,2° + 208,9° - 2 . 345,2 , 208,9. 0993= 28.673,44

e’ec = 169,4  Resp.
Calculo de ot :
Se calcula con ¢, a, B}_, aplicando el Teor., del Seno.
Resulta senx-=0,73
Puede ser ol = 47° , O bien e = 133° .,

Para dilucidarlo pasemos al

€4lculo de /3 :

Se calcula con b, c, 8b; aplicando el Teor. del Seno .
Resulta sen /2 = 0,44

Puede ser /5 = 26° s O bien /2 = 154°,
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Desde luego, el tridngulo no puede ser acuténgulo, pues los tres
angulos agudos sbdlo sumaria 94° , Debiendo tratarse de un triéngulo obtu-
séngulo, el &ngulo obtuso debe ser el opuesto al mayor de los lados, gque
es a,

Entonces o = 133° . /5= 26° Resp.

2) Dados los tres lados:
a = 283 - b = 317 4 cC = l+28,

calcular los tres &ngulos del triéngulo o

Sol,

Célculo de X :
a

- b2 + 02 -2bec cos(7L

“’2 2 2 2 2
+ ¢ =a _ 317" + h428" - 283 = 0,75
2be 2 « 317 . 428

b2
cos(jx_=

... C)<_ = l+1° RGSE.
Los demés &ngulos se pueden ya calcular con el Teor. del Seno .

2 o ' (o)
- l+8 = R .
{9 1 \)5‘4 91 (5] E
6.35 Teoremas de Congruencia

Def. En el plano euclideqNE decimos que dos trifngulos
son CONGRUENTES =) entre si toda vez que sus
ladps homdlogos tengan igual longitud y sus &ngulos

homdlogos igual medida,

£ 17° ARo" | Art, 22,37

Es decir

/\ aBc

/’\ A'BIQ!?

I

- Ht = ]
a=at , b s O =t o
f

Coh

OL=d', ’ 4/5’=(“))‘ ’ \=df

-

Entemces cada una de estas seis igualdade;ﬁgs una condicidn nece-
saria pare 1z congruencia de los trifngulos,

“Mbntas y culles de ellas constituyen conjuntds de condiciones su-
ficientes?
A ——————
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Este es el tema fundamental a que se refieren los clésicos cuagro
"Teoremas de Congruencia " de la geometria elemental estudiados en 8° Afio

Teor., 1 Dos triéngulos son congruentes si tienen.un lado y los
&ngulos adyacentes respectivamente de igual medida

Caso A LA -

c =20
(EUCL. I 26) oA - oL" ___)L\AB € gL\A' B' Q¢

D B

L 18° Ao ,Art. 7.41 7

Prueba

Desde luego 04.+[} =0l l+/5
U (

! 1
1800—(3‘44-/}):1800—(\)( +/:") =:> X_—:XL’
¢ sen” ¢! sen<¢ i
Por otra parte & = S &i = sen(f:‘ —_——7> a=a
(Art. 6.31)
(Art.6.31) (Hip.)
b = S sen /* _c! sen/?’ > s o
B sen - ~  sen P
(Art.6.31)
(Art.6.31) (hip.)
.*. A ABC & [y A'BrCY
{ gec,d. )
2200 2 Dos trif&ngulos son congruentes si tienen dos lados y el
&ngulo comprendido respectivamente de igual medida.
Caso L A L
= 1
(EUCL. I &) S 1 -
c=c¢' 3 == [\ ABC = Aa' B'C!
1
o = ok J
/78° afo", Art.2427
Prueba
Tenemos : 2 24" 40" = 2 Yo aes Eh (Art, 6.33 )
= b'2 I c'2 -~ 2b' ¢! cos ol -+ (hip.)

= a'2 (Art. 6.33 ) . A a = a'



650"

Por otra parte:
2 2 2 . e e {
cos/g __c +a =b . =B + a - b S Tk /5
2 ¢c a 2 c' at

)

Por @ltimo o & +/§ = ol + /5
g '
N \ !
180° -~ (o + 3) = 180° = (L7 & L) = 3)” =&
.« A aBC = Narprce
(q.ecdo)

Teor. 3 Dos tridngulos son congruentes si tienen dos lados y el &n
gulo opuesto al mayor de ellos respectivamente de igual me=-
dida,

Caso L L A D

a=al

- 1 \
Z;g =3 A aBc =2 Aarp ¢
ot = oL
/"8%afio" , Art, 7.717
Prueba ' \
[

senO a SeI.'I.d> = Sel'].f>‘Z _ Ssen /’/x).) _ sen ﬁ
b T a - at T b! - b

(Art.6.31) (hip.) (Art.6.31) (Hip.)

¢

sen/§ = sen /2
J
po=p o bien /7 = 180° - /2

/

Supongamos

IQ) = 180° -/b \
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Pero 2 > b ( hip.) —_— a'> b' (hip.)

4 |

s @ S

X >, |
U J

o< > 180° -/?3 > 180° - o = 180° - oo (hip.)
2 X > 180°

J

\
o > 90° —> X' 900[

J

(< 90° —u3 3> 90°

Absurdo !

Luego /% =/;
Y ahora por Tecor., 1: ZE.ABC =N A'B'C?
(qoeod-)

Teor., 4 Dos trifngulos son congruentes si tienen los tkes lados
Caso L T, T, respectivamente de igual medida

a = af -
(BUCL, I 8 ) b = p? S /A ABC :\.‘_\*’. ,C\‘A' Bt ce

e = ¢t

£778” ANOM . irt. 7.72 7
Prueba
- 2 2 2 2 2 2 :
b +c¢c =2 b' + ¢! -~ gt 4
cos ol == = = 808
2bec 2 bl et
(Art, 6.33) (hip.) ll. (Art.6.33)
5 |
ol =L><
b
Y ahora por Tecor. 2 : LX ABC = [\ A'BrCe
(geeod.)

6.4 SEXTA SERIE DE EJERCICIOS OPERATORIOS

1) Calcular un trifngulo dados: ¢ = b,72 , a = 3,5 /5 = 34°,

Resp. b = 2,66 X == 48° ¥ . 98°



2)°

3)

4)

5)

6)

7)
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En el trifngulo de lados: a = 4,725 , b = 5,613 , ¢ = 4,382

calcular /5 .

Calcular el &rea del tridngulo cdel Ejerc. 1).
Resp. L”.6 .
Probar que el Area de un trifngulo cualquiera ecs

/)
a2 sen |~ sen\f“
2 * sen (2 + 5)

{

Calcular la magnitud de la rcsultante de dos fuerzas de 3,8 kg
v 4,2okg aplicadas a un mismo punto de un sélido con un &ngulo

de 32,
Resp. Tin'l

Una limpara de peso W = 18 kg esta colgada a una viga horizontal
mediante dos cables que formah con la viga &ngulos de 32 y 42

Calcular las tendiones T1 v T2 de los cables ,

W . cos 42° p - M. cos
, T,=

FaH

ResB. T1=

c 2 sen
sen 74

. : : ; . o
Un observador, desde cierta distancia, registra en 37 el Angulo

74"

’

de elevacidn de un globo ascendente (vertical Yy uniformemente )

en el instante en que su altura es de d 500 m ., Media hora més
tarde el &ngulo de elevacibn fue de 54 . ¢Con cué rapidez esté

subiende el globo ?

m

Resp. 41,4 il

FIN
00000



68.-




69 -

Pég.

PREAMBULO 4suvevevovenenannsns I e
OBJBETIVOS DE LA UNIDAD cocevsvsvasccecnccanan newese - & 5
SUMARIC DEL CONTENIDO +vevienococeoce ooeese S s i

BIBLIOGRAFIA 4uveeeunocconecoscancncace o asocece acnos iid

T PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTCRES eeveeecceocecenes
101 PRODUCTO j“?Sc"f\T‘—”‘-R EI\I ]R R R ) e 0 s e e ranas

1.11 DefiniCian LA A B B B I B U R R R R R R I Y

N D o

1.12 Ejemplos Se e e 00000 s o S e s0 NP RO P S0 e s r0e

a2 PROPTIED..DES DEL PRCDUCTO BESCALAR .cev o 6 s 0ceseese
1621 Cohmutatividad s.eccescceccccecoce ocococssssses
1.22 Tactores pondeTRAOB .cwess s vaicesoissne & o sosia saie
Tee2> Falc BOD SUNME Loratetarererere svsisrareiaroraieiorsrsisiomsisisiarols islololstelorn

1.24 FaCtOI‘ cero LA L AL A L R R IR R A O B N I I N Y

= F W W

125 TFactor Aiferencia /e ceess «oes e cececeesososonses

1.3 CU...DRAADOYI\JORIVLI EN’ IRZ LI B R B R B R R I N )

Te 31 Cuadrado de un vector ola wie HimialaieNmaiv) s ieisls @lsie Galale

1¢32 El cuadrado de un vector es nlimero no negativo
D K Scnadrado L0 nes weieeree s solewe ol oortsindlals aoleiaas
1.3% Cuadrado de un binomio VEctorial eeeeeeccecessees
W35  NoPma de UR VECLORascs cosaenesssisoaesesdesaassaas

136 Propiedades de 12 NOTMA eeecococoasosecsccscaceonss

co O O O \n \n1 1 U

Ye I 7 Vectores upitarios Peercsceescersssastisescscecens

1.4 / PRIMERA SERIE DE EJERCICIOS OPERATORIOS eeeveeens 8

2e SoPACEO VECTORTAY BUCLIDED .. vovs eses smcssessessys 10

2e1 ESTRUCTURA DE ESPACIC VECTORIAL EUCLIDEO E ..... 10

2:11 Axiom&tica del Producto Escalar absStracto eeee... 10
2.12 Ejemplos -ol.'-coaoooc.0...-.o...n.tco.l.o....l.. 11
213  Becolio del posfactor PONAErad0 eeeesoececsoscess 11

a2
12

2.14 Escolio del prefactor BUIMNE.. ssveesssecsdeseeessene
2.15 Factor diferencia D I I I T N

2.’]6 Factor cero LA B B A L B O B AR R I R I I N RN ) 12

2.2 CU.:.‘_)RJ.DCYI\-TORM;\. ENEoocc.coo-o-o-.o--ooo--'.-o. 13
2.21 Cuadr‘.‘zdo déunvector S e e e ererrcescscecesnseceree 13

2e22 cuadrado de un binomio vectorial c.ceccece coeces 15



70

Pég.

2023 Norma de un VGCtOI‘ L B B B B R L I I I Y 13
2.2# Desigualdad de Schwarz R I R I I I N 14
2.25 Propiedades de 1& NOYME eceesssovscecscscnoenncss 11"
2.26 VeCtoreS unitarios # 8 900 8 09 0 80 8 OB T O8O P EE e 15
2.2/ METRICA ENE po,blnoono..ol.on.o...o.oanooo’o... 16
2031 Axiombtica Qe 12 WOLIiICAssesscessessssssesébes 16
2,32 Métrica del espacio vectorial euclfdeO seeeese 16
2.33 El modelo R . E1l m0delo TR™ weeeeeescocsonne 17
2.4/ SEGUNDA SERIE DE EJERCICIOS CPERATORIOS +seveee 17
3 EL PLANO METRTCO B, seevseaceccsoceacocecscsss 19
el EL PLANO VECTORIAL EUCLIDEO ,.evecevenncoce-nne 19
3.11 Universo ..'.l..ll...l......Ol.ol..l’......... 19
3‘12 letos an-E, ...‘....I.....'.....O.........'.. 19
3013 Rectas en Ez @e P s c s PP PRP RS CRREROIOTRERPROBEOCSBSD 19
3.4 Incorporacibén de las propiedades del plano vect

torial afin;- ScseseecrpeseprLe o eseeRe 20
el LONGETUD! DEVUN “TRAZO! /s o sis o ate s aisions tioiss o s o /ainia s 20
3.21 Definicidn D R 20
3,22 Longitud en conexidn con razdn de trazos diri,

gidos ...........I.ll..I.l....'.'....‘....‘.. 20
Jel> Vector unitario colineal acorde con el vector

asociado a @n trazo AITIigido . sps e ee s sems sees 21
3.3/ PERPENDICULARIDAD EN By eevneeiencanccincansas 22
3.31 Rectas perpendiculares D I I I 22
3.32 Trazos perpendiculareS seeee.cocoseccocccssnne 23
3,4/ EL TRIANGULO RECTANGULO vuevececseocsscescsecccns 2k
3.1 ‘Teoremas do PLtAZOREB, «s ¢ ae i sos 0sistssssiasonsees 2k
3.42 Primer Teorema de BuclideS seeeecccccescscesces 24
3.43 Segundo Teorema de EUC1ideS eeecepepscccccoces 25
35 TERCERA SERIE DE EJERCICIOS CPERATORICS.seesee 25
L, EL PLANO METRICC CARTESIANO svvesesescecccocns 27
4:1/ REFERENCIAL CARTESIANO ORTOGONAL seccccocerose &7
4.11 Ejes Ortogonales en el plano ]RZ-............. 27

k.12 Coordenadas cartesianas ortogonales de un pun-

to L L L B R LR I B R B R I B B R I A T T 28



k.2/
L,21
4,22

b.3/
4,31

k.32
k.33

beb /
b4
442
4,43

bsB /

5

3.1/
5.11
5.12
5.13
5.14
2.15
5.16
517
5.18

5.2/
5«21
5 e

5.23

DIST..NCIA ENTRE DOS PUNTOS weeececococcenees s
Férmula para la distancif seeeceececccesscscc.ooss

Ejemplos .'nlc./'-.-ono.-.aooo..ooo.n-..ao..c.

L"‘L REC']:l"x 0..'......'.!...'........'0.~..O..O...

. 2
Ecuacibn de una Recta en el plano euclideo R:.
Condicibn de perpendicularidad de rectas ..ee..

Ejemplcs ® S P o v ee 000000000000 a @ e ®0 00 e e e s s 0w

LA CERCUNFERENCEIA ...ces sosconsocnssns Sieiw bisaiene

Definicidn métrica de la Circunferencia En E2

. e
A A . . 2
Ecuacidh cartesiana de la circunferencia en R

Ejemplos ‘..O..'....D.......Q.‘.‘C...O....’....

CUARTA SERIE DE EJERCICIOS OPERATORIOS +vuevseee

GOI\IIOPJIETRTA L T L ) s ee s *

.‘LNGULOS LN E2 .aoooco-‘oo---o.ou-.oo.-o--oo..n.

Concepto de &n UlO DPlaNO seseeccovscesancocnnes

Coseno de un &ngulo en E2 8 G Blars Wielh & Biain e ielelite
Tabla goniométrica de COSENOS sevecoovccccooons
Seno de un Angulo en E2 SRR WP B R § v eialala
Tabla goniométrica de SENOS eeeeeeeceecocssosss
Relacibn entre el coSeno y €l SN0 eeveecscanss
Interpretacidn geométrica del producto escalar.

La nocidn de trabajo mMeCANIiCO eeeevcccssocecsses

ANGULOS EN :RZ S I O e Sheeiatsholelslols ol ols e e el
Coseno y seno de un 4ngulo en :ma ooisees s ae s
Valores para 0° , 90%, ¥ 180°% tvrrrernrnennnenn

Signos del coseno y el SENO eeeeccsoccoscccsss

TRIGONOMETRIA A A L L A R I R N R R R R N R R R

CALCULO DE TRIANGULOS RECTANGULOS 4evveeveosons

Razones goniométricas en el trifngulo recténgulo
Coseno y seno de Angulos NOtableS eeeesecosocsse
Reducciones al primer cuadrante ceeeececececcccoes
Seno y coseno de una guma o @410 ol0iel0 010 arale el Slote T
Tangente y cotangente ceeeesceccscoscrsonccacoss
Identidades y ecuaciones sencillas seeeensscccss

Uso de tablas trigonométricas simplificadase....

23
28
28

29
29
29
30

32
32
32
33

36

39
39
39
Lo
4
42
42
43
L3
yly

L
Il
ks
45

ke

L6
L6
L6
47
48
k9
51

55

s



724w

6.2/ RUINTA SERIE DE EJERCICIOS OPERATORIOS «eeeevwewse 58
6.3 CALCULO DE TRIANGULOS CUALESQUIERA vevesescocses 59
6.31 Teorema del Seno L I S S R A 59
6.32 Ejemplos L I I R R I Y 60
6.33 Teorema del Coseno e escedocevrsessescscsonssocde 61
603"" Ejemplos L R R R R R R AR 62
6.35 Teoremas deo CONgYRERCABN sessumssnsses sssinisnnse 63
6.4/ SEXTA*SERIE DE EJERCICIOCS OPERATORIOS weveecosss 66

000 00O00O0 P00

Trabajo de Dactilografia

Patricia Chrtes Nhiez.
Trabajo de Impresibn

Miguel Monserrat V. y Bquipo .






