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INTRODUCCION

En el contexto actual, el Ministerio de Educacion ha asumido desde su inicio como
tarea primordial el apoyar a todos los estudiantes, docentes, equipos directivos,
sostenedores y apoderados del pais de modo que puedan, durante la suspension de
clases y en el retorno a clases, apoyar el desarrollo de los aprendizajes esenciales
que nos permitan reducir las brechas educacionales provocadas por la pandemia.

El aprendizaje y el desarrollo del pensamiento matematico es de vital importancia
para los estudios de nuestros estudiantes, pues ayuda a comprender la realidad
y proporciona herramientas necesarias para desenvolverse en la vida cotidiana.
Esta se trabaja sistematicamente ensefiando habilidades y contenidos desde los
primeros niveles de educacion hasta afianzarse en los niveles superiores.

Dada su relevancia, la Unidad de Curriculum y Evaluacion pone a disposicion para
los estudiantes de 4° afno de Ensefanza Media cuatro cuadernillos, uno por cada
eje de las Bases Curriculares de Matematica, que les permitiran repasar y ejercitar
de manera autbnoma las habilidades y conocimientos adquiridos en Matematica
desde séptimo a tercero medio fundamentalmente. En este cuadernillo de repaso
encontraras los contenidos del Eje Geometria.

En la primera parte del cuadernillo se presenta el repaso de la parte tedrica, luego
modelos de ejercicios resueltos con sus soluciones, algunos ejercicios para practicar
y un miniensayo.
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¢Cémo usar este Manual?

. Lee la parte tedrica y los ejercicios resueltos, no resuelvas las guias de ejercicios,

sin antes haber hecho esto.

. Resuelve la guia de ejercicios del capitulo, aquellos ejercicios que no puedas

resolver, déjalos para un segundo intento, no consultes a tu compafnero(a) o
profesor(a) inmediatamente, o invalidaras algo muy importante en tu proceso de
aprendizaje. El esfuerzo que realizas para poder resolver un ejercicio permite
que los contenidos, teoremas, propiedades etc., que pasan por tu mente queden
mas «frescos» y fortalecidos en ella.

La gran mayoria de los ejercicios que no resuelven los estudiantes no es debido
a que no sepan los contenidos o como resolver los problemas, sino a que no
los recuerdan, por lo tanto, un buen método de preparacion es el anterior para ir
recordando lo olvidado.

. Si al resolver un ejercicio notas que te equivocaste, detente a revisar paso a paso

donde esta tu error, este proceso es muy importante ya que te permite detectar
posibles errores de concepto que debes corregir al momento.

. No es conveniente que resuelvas los miniensayos sino hasta haber completado

cada capitulo, no sacaras mucho provecho si no tienes todavia en tu mente
una buena provision de contenidos.

. En general se ha procurado que los ejercicios estén «graduados», por lo tanto, no

deberias tener problemas en los primeros ejercicios de cada guia. Si los tuvieras
solicita apoyo de tu profesor ya que requeriras mas ayuda que la que te pueda
brindar este texto.
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TRANSFORMACIONES ISOMETRICAS

Capitulo

M. C. Escher (1898 - 1972) fue un destacado artista, en muchas de sus afamadas obras
se destaca el uso de las transformaciones isométricas como la traslacion, la reflexiéon y
una rotacion, las que seran materia de estudio del presente capitulo.

CONCEPTOS CLAVES

N
> Criterios de congruencia de triangulos > Reflexién en torno a un punto
> Traslacion > Rotacién en torno a un punto

> Reflexion en torno a una recta

7

Prohibida su reproduccion total o parcial.



/| CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Dos triangulos son congruentes cuando sus angulos y sus lados homologos tienen igual medida.

c
a
b B
C
A
oa=ao a=a'
AABC = ADEF «~ B=p b=b
Y=y c=c

Los siguientes criterios, permiten establecer la congruencia entre dos triangulos con la minima
informacioén posible.
* CriteroL—-L-L
Dos triangulos son congruentes cuando sus lados homélogos son congruentes.

e CriterioL-A-L

Dos triangulos son congruentes si tienen dos lados homologos congruentes y el angulo
comprendido entre ellos.

e CriterioA—L-A

Dos triangulos son congruentes si tienen dos angulos homaologos congruentes y el lado comun

entre ellos.
e CriterioL—-L—-A>

Dos triangulos son congruentes si tienen dos lados homologos congruentes y el angulo opuesto
al mayor de estos lados.

b (a>b)
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/| TRANSFORMACIONES ISOMETRICAS

Las transformaciones isométricas en el plano son cuatro:

Traslaciéon

Reflexion con respecto a una recta o simetria axial.
Reflexién con respecto a un punto o simetria puntual.
Giro o rotacion.

hoON=

Las isometrias o transformaciones isométricas convierten a una figura en otra que resulta ser
congruente con la original.

¢ Traslacion

Cuando efectuamos una traslacion, todos los puntos de la figura se mueven segun una cierta
direccion, la cual queda determinada por el vector direccién:

o]

En un sistema cartesiano, la direccion queda determinada por un vector dado como par
ordenado.

Si al punto (a, b) lo trasladamos en la direccion (d,, d,), entonces queda en el punto
(@a+d,a+d,).

Xy
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+ Reflexién con respecto a una recta (Simetria Axial)
En este caso la transformacion produce el “efecto espejo”:

L

A | Db

La figura de la izquierda se ha reflejado con respecto a la recta L, o se le ha aplicado una
simetria o bien una simetria axial, quedando convertida en la figura de la derecha.

En un sistema cartesiano, es Util saber las siguientes simetrias axiales:

A)  Simetria con respecto al eje x
En este caso el punto (x, y) queda en el punto (x, —y):

y A
y A(X, )
-y A'(x, -y)

B) Simetria con respecto al eje y
El punto (X, y) queda en el punto (-x, y):

YA

A'(=x,y) ' Ax,y)

=<V

-X X

C) Simetria con respecto a la recta de ecuacion x —y =0
En este caso el punto (x, y) queda en el punto (y, x):

Y4
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Reflexiéon con respecto a un punto (Simetria puntual)
Si a un punto A le aplicamos una simetria con respecto a P, entonces su imagen quedara en la
recta AP, de modo que P es el punto medio entre Ay su imagen.

A

A

Si a una figura le aplicamos una reflexién con respecto a un punto, entonces la figura quedara
girada en 180° con respecto a este punto.

En un sistema cartesiano, cuando a un punto (X, y) se le aplica una reflexiéon con respecto al
origen, queda en el punto (—x, —-y):

1 S A, y)
A
Ax-y) K

Rotacion o giro con respecto a un punto

Si el punto A se gira en a° con respecto al punto O de la figura, entonces queda en un punto A’
de modo que OA = OA'y <AOA’ = a.

Se entendera, a no ser que se indique lo contrario, que el sentido del giro es contrario al
sentido del movimiento de las manecillas del reloj (sentido antihorario).

Al
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A continuaciéon se muestran las rotaciones en sentido antihorario con respecto al origen para
angulos de 90°, 180° y 270°.

A) Rotacion en 90°
El punto (x, y) queda en el (-y, x):

B) Rotacion en 180°
El punto (x, y) queda en el (—x-y): y

—X

Axy) -
C) Rotacion en 270°
El punto (x, y) queda en el (y, —x): y
gl A.Y)
0 y X X
x|y, x)
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.

Aun punto se le efectia una traslacion en la direccion (-2,3) , luego se le aplica una rotacion en 90°
en sentido antihorario con respecto al origen, quedando en el punto (2,5), ¢ cual era el punto inicial?

Solucion:

Supongamos que el punto inicial era (a,b), al aplicarle una traslacién en la direccion (-2,3) queda
en el punto (a -2, b + 3).

Por otro lado, al aplicarle un giro en 90° en sentido antihorario con respecto al origen, el punto
(x, y) queda en el punto (-y, x), en este caso, el punto (a — 2, b + 3) quedara en el punto
(—=(b + 3), a — 2), si igualamos este punto al (2,5), obtenemos que —-(b +3)=2 y a—-2=5.
Resolviendo estas ecuaciones, se concluye que a =7 y b = -5, por lo tanto el punto inicial era el
(7,-5).

Otra forma de resolver este ejercicio, es aplicando las transformaciones inversas desde el punto
final hasta llegar el punto inicial; es decir al (2, 5) le aplicamos primero un giro en sentido horario
con respecto al origen, luego al punto obtenido le aplicamos una traslacion segun la direccion
(2, -3), obteniéndose de esta forma el punto inicial.

¢ Cual(es) de las siguientes transformaciones permite(n) que el punto (6,5) quede en el punto (2,1)?

[)  Una traslacion segun la direccion (—4,-4).
II)  Una reflexion con respecto al punto (4,3).
[lI)  Una rotacion en 90° en sentido antihorario con respecto al punto (6,1).

Solucioén:

En |, podemos obtener la direccion de traslacion restando el punto final (2,1) con el punto inicial:
d =(2,1)- (6, 5) = (-4, —4), por lo tanto | es correcta.

Para ver si las afirmaciones Il y Il son verdaderas, nos ayudaremos con una figura, aunque se
pueden utilizar otros métodos que no la requieren.

Observa que el punto (4, 3) es el punto medio entre el (6, 5) y el (2, 1), por lo tanto el (2, 1) se
puede obtener a partir del (6, 5) través de una reflexién con respecto al (4, 3), por lo tanto Il es
verdadera.

Para lll, podemos utilizar que la figura que se forma es un cuadrado, por lo tanto si giramos el punto
(6,5)en90° sentido antihorario conrespectoal punto (6, 1) obtenemosel (2, 1),luegollles verdadera.
En conclusion, todas son verdaderas.
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EJERCICIOS DE PRACTICA

1. Si el punto (-3,5) se refleja en torno al eje vy, 4, ¢En qué direccién se debe trasladar el
queda en el punto: AABC para que se transforme en el ADEF?
v
A) (31 _5)
B) (5-3) ; :
4
-5 _ E
C) (-5,-3) L o,
D) (3,5) b
E) (53 B
A 1
2. Si el punto (3,2) se gira en 90° en sentido B L E
antihorario en torno al origen, queda en el A) (5 1)
punto:
B) (52)
C 2,5
A 2-3) ) @9
D) (-5,2)
E) (-5,-2)
C) (-2,-3)
D) (2,3)
E) (-2,3) 5. ¢ Cudl(es) de las siguientes transformaciones

permite(n) que el punto (2, 2) quede en el
punto (-2, 2)?
3. El punto (2, 5) se traslada quedando en el

punto (=3, 2), ¢cudl es la direccion de la ) Reflexién en torno al eje x, seguida
traslacion? de una simetria puntual con respecto al
A)  (-3,-5) origen. | | |
B) (3,5) I1) Una traslacion en la direccion (—4, 0).
C) (-5 -3) l11) Una traslacion en la direccion
D) (-1,7) (-4, —4), seguida de una reflexién con
E) (7,1 respecto al eje .

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll

D) Solollylll

E) Lllyll
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Si al AABC de la figura, se le aplica una 8.

traslacion vertical de modo que el vértice C
queda en el eje x, ¢cuales serian las
nuevas coordenadas de B?

A
T 2 3 4 %
A (1,-2)
B) (4,-2)
c) G-1)
D) (3,-2)
)

E) (4,1

¢, Qué transformaciones isométricas se
podrian haber aplicado al cuadrado 2 para
que se transforme en el cuadrado 17?

A

I)  Una traslacion en la direccion
(2, 0).
) Un giro en sentido horario en 90°
en torno al origen.
[l)  Una reflexiéon en torno al eje de

las abscisas.
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lyl

A la figura que esta en el primer cuadrante
se le aplica una reflexion con respecto al
origen y después una reflexion con
respecto al eje y.

¢, Cual(es) de las siguientes alternativas
ilustra la posicién donde queda finalmente?

P

A)  ya
_T;
B) yA
B
X

c) vy
%x

D) v
j(x

E) y
s
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9. Al aplicar una rotacién de centro en O en 10.

180° a la figura, se obtiene:

O

A)
(@)
B’ ‘
‘9
(@)
D)

P
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11.

Los puntos (a, b) y (x, y) son simétricos
respecto al eje y, entonces ¢cual(es) de
las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

) a=x
I y=b
I b=x
A) Solol
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Sololylll

Se puede determinar las coordenadas del
punto (a,b) si se sabe que:

(1) Es simétrico del punto (-2,3)
con respecto al eje y.

(2) Es simétrico del punto (-2,-3)
con respecto al origen.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambasjuntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional



12.

A la bicicleta de la figura se le ha aplicado 13.

primero un giro en sentido horario con
centro en A y un angulo de 30° y después
una reflexion en torno a la recta L.

,Cual de las siguientes alternativas
representa mejor a la posicion dénde queda?

X0

-
%

R
-

&

14.

15.

El punto (-2, 3) se refleja en torno al origen
quedando en el punto (a, b), entonces
a-b=

A) -5
B) -1
C)
D)
E)

¢, Cual de las siguientes transformaciones
permite que el punto (-a, b) quede en el
punto (b, a)?

A) Reflexion en torno al eje x.

B) Reflexién en torno al eje y.

C) Reflexién en torno al origen.

D) giro en 90° en sentido horario con
respecto al origen.

E) giro en 90° en sentido antihorario con
respecto al origen.

¢En qué direccion se debe trasladar el
punto (a , b) para que quede en el punto
(b, @)?

A) (-a,-b)

B) (b, a)

C) (-b,-a)

D) (a-b,b-a)
E) (b-a,a-b)
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16.

17.

El APQR se ha trasladado dos unidades 18.

hacia la derecha y una unidad hacia abajo,
;jcudl(es) de los  siguientes  puntos
corresponde a uno de sus nuevos vértices?

Y a
4 R
3
2 Q
Fs R
12 3 4 X
) (0,2
i (6, -1)
i1 (4, 3)
19.
A) Solo |
B) Sololll
C) Sololyll
D) Solollylll
E) Lillyll
Con respecto a los triangulos rectangulos
de la figura, se afirma que:
y
20.
/-
> DN
/ >
1
3-2-1 012 3 4 X

[)  Son congruentes.

II)  Uno de ellos se obtiene a partir
del otro girandolo en 90° en
torno al origen.

lll)  Son simétricos respectos del

ejey.
A) Solo |
B) Sololl
C) Sololyll
D) Solollyll
E) Lillyll

Prohibida su reproduccion total o parcial.

Si se rota el punto (4, 3) en 90° en sentido
horario y luego se refleja respecto al eje v,
seria equivalente a:

A) hacer solo una simetria en torno al
origen.

B) hacer una traslacion con direccion
(-4, -3).

C) hacer un giro en 270° en torno al
origen en sentido antihorario.

D) hacer una rotacion en 90° en torno al
origen en sentido antihorario.

E) hacer una reflexion en torno a la recta

x+y=0.

Al aplicar al punto (8, 5) una simetria central
con centro en (-2, 4) se obtiene:

A)  (-8,-5)
B) (-6,1)
C) 4, 3)
D) (-5,8)
E) (-12,3)

Si al triangulo ABC de la figura se le aplica
una reflexion en torno al eje x, resulta un
triangulo cuyos vértices son:

Yi

4

3

Sl A B

Y
AT /0 1 2 3 4 {
c%—1 '
A (1,-2);(2-2); (-1,1)
B) (-1.2);(-2,2);(1,1)
C) 21);(22),;01,1)
D) (2-1);(2-2);(-1,1)
E) (-1-2);(-2-2);(1,1)



21.

22.

ABCD es un rectangulo y E es el punto de 23,
interseccioén de las diagonales.

;Cual(es) de las siguientes afirmaciones

es (son) verdadera(s)?

D, C

I) Sia AD se le aplica una simetria
puntal respecto a E se transforma
en BC.
II) Si el AABC se refleja en torno al 24
punto E se transforma en el ACDA.
) Si el ABCD se refleja en torno a
BD se transforma en el ABAD.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololyll
E) Lllyll

¢, Cual de las siguientes transformaciones
permite que el punto (x,y) quede en el
punto (y,x)?

A) Reflexion en torno alarectax —y = 0.

B) Rotacion con centro en el origen en
270° y después una reflexion en torno
al eje x.

C) Rotacion con centro en el origen en
90° y después una reflexion en torno
al ejey.

D) Reflexion con

2 2

E) Con cualesquiera de las anteriores.

respecto al punto

¢, Cual de las siguientes transformaciones
no permite que el punto A(-a , a) quede en
el punto A'(-a,—a)?

A) Reflexién en torno al eje x.

B) Traslacién en la direccion (0, —2a).

C) Rotacion en 90° en sentido antihorario.
con respecto al origen.

D) Rotacién en 90°
con respecto al punto (-2a,0).

en sentido horario

E) Rotacién en 45° en sentido antihorario
con respecto al punto (a, a).

Las rectas L y L’ de la figura son paralelas,
en ella se muestran las intersecciones de
las respectivas rectas con los ejes
coordenados. Se puede determinar una
posible direccién para que la recta L se
transforme en la recta L, sabiendo que:

(1) q-b=-8
(2) a+pz6,
L\ Y
L b

p a "

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambasjuntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional
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25.

¢Cual de las siguientes informaciones es
suficiente para establecer que dos triangulos
sean congruentes?

A)  Susangulosrespectivossoncongruentes.
B)  Sus perimetros son iguales.

C) Sus areas son iguales.

D) Sus lados respectivos son congruentes.
E) Cada una de las anteriores.

26. Se puede determinar que CD se ha obtenido

de girar AB en torno a O si:

D
B

O

(1) OA=0C;0B=0D
(2) <«COA=xDOB

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

Prohibida su reproduccion total o parcial.

27.

28.

En la figura, M es el punto medio del lado
AB del triangulo ABC. Si a C se le aplica una
simetria puntual con respecto a M quedando
en el punto D, ¢4 cual(es) de las siguientes
congruencias es (son) siempre verdadera(s)?

) ACAM = ADAM
)  AAMC = ABMD
) AABD = ABAC,

A) Solo |
B) Sololl
A B
C) Sololyll M
D) Solollyll
E) Lillyll

ABCD es un cuadrado y por el punto “O”
donde se intersectan sus diagonales, se
traza una recta L que no pasa por los
vértices del cuadrado, tal como se muestra
en la figura.

¢, Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

@ |
o

[) Los vértices opuestos del
cuadrado estan a la misma
distancia de la recta L.

II) Los trapecios 1y 2 son simétricos
con respecto a larecta L.

Ill)  Los trapecios 1y 2 son simétricos
con respecto al punto “O”.

A) Solol

B) Sololl

C) Sololyll
D) Sololylll
E) Lllyll



29.

30.

En la figura, el tridngulo ABC es issceles 31.

de basiﬁiy F son puntos sobre sus
lados BC y AC respectivamente. Se puede
determinar que FB = AE, sabiendo que:

(1) FE //AB
(2) <«CFB = «CEA
C
F E
A B

A) (1) por si sola
B) (2) por si sola
C) Ambasjuntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2) 32.

E) Se requiere informacion adicional

En la figura, se han trazado desde el punto

P las tangentes PA y PB a la circunferencia
de centro O, donde A y B son respectivamente
los puntos de tangencia.

Si A es el punto medio de OR, ;cual(es) de
las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

[) Siel APAR se refleja con
respecto a PA se obtiene el
APAO.

II) ElI APAR se puede obtener a
partir del APOB después de dos
reflexiones axiales

IlI)  ElI ABPA se puede obtener
mediante una rotacién del ARPO
en torno al punto P.

A) Solo | B

B) Sololl

C) Sololyll ‘
D) Sololylll ‘
E) 1yl PA

si x #y, ¢scual de las siguientes opciones
no permite que el punto (x, y) se transforme
en el (x, -y),?

A) Una reflexion con respecto al origen vy
después una reflexion en torno al eje .

B) Una traslacion en la direccion (0, -2y).

C) Un giro en 180° con respecto al
origen y después una traslacion en la
direccién (2x, 0)

D) Un giro en 90° en sentido horario.

E) Una reflexibn en torno a la recta de
ecuacion x — y = 0 y después un giro
en 90° con

respecto al origen en

sentido horario.

Un punto se traslada en la direccion (2, 2)
y después se gira en 90° en sentido
antihorario con respecto al origen quedando
en el punto (—a, a + 2), entonces el punto
original era el:

A) (a,a+2)
B) (a,a-2)
C) (a-2,a)
D) (-a,a-2)
E) (@a-2,-a)
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33.

Con respecto a la informacién dada en la
figura, ¢cual de las siguientes
transformaciones no permite que la fig. 1 se
obtenga a partir de la fig. 2?

A) Con una simetria con respecto a un
punto que no es el origen.

B) Con dos simetrias.

C) Conunatraslacion y con un giro en 180°.

D) Con una simetria respecto del eje x y
luego una simetria con respecto a
una recta vertical.

E) Con una simetria respecto al origen

y luego una traslacion.
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34.

El cuadrado ABCD de la figura, tiene su
lado AB sobre la recta horizontal L.

Si el cuadrado si gira en 30°, con respecto
al punto A, en sentido antihorario y después
se gira en 75° en sentido horario con
respecto al mismo punto, scual de las
siguientes figuras indica mejor la posiciéon
donde queda el cuadrado después de
aplicar estas dos rotaciones?

D c
L
A B
B D
c
B) B
C A b
D
C) D
A c t
B
D) C
D B
N L
E) c D
B A L



35.

36.

Al punto A(-3,2) se le aplica una traslaciéon

de modo que su imagen queda en el eje

y a la misma distancia del origen que se

encuentra A. ¢ cual es una posible direccion
para esta traslacion?

37.

Sea el triangulo equilatero ABC, al vértice
A se le aplica una reflexion en torno al
lado BC obteniéndose el punto A, al vértice
B se le aplica una reflexion en torno al lado
AC obteniéndose el punto B’y al vértice C se
le aplica una reflexion en torno al lado

A)  (-3,2-13) AB obteniéndose el punto C’, scual(es) de
las siguientes afirmaciones con respecto al
B) G V13 - 2) triangulo AB’'C’ es (son) verdadera(s)?
C) B3
D) (-3,-3) I) Es equilatero.
E) (3,V5-2) ll) Tiene el doble del perimetro que
el AABC.
Ill) Tiene el doble del area que el
Se puede determinar que el ABCA es ) ! au
simétrico del ABCE con respecto a L si: AABC.
(1) AC=CE A) Solo |
A
(2) BA=BE L B) Sololl
C) Sololyll
E D) Solollyll
E) Lillyll

A) (1) porsi sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1)y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

RESPUESTAS CAPITULO 10

1.D 2.E 3.C 4.B 5.C 6. E 7.B 8.D 9.C 10. B
1.D 12. E 13.E 14.D 15. E 16. B 17.C 18. E 19. E 20.A
21.C 22.E 23.E 24. A 25.D 26.C 27.D 28.D 29.D 30.C
31.D 32.B 33.D 34.C 35.B 36.C 37.C
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GEOMETRIA DE PROPORCION

Capitulo

2

L !-'E"i-“'ﬂ'“-'fﬂ.'“:

Eratéstenes, sabio griego (276 a.C- 294 a. C) L 1 i 5 “mh Eﬁm il _ll
utilizando geometria elemental y una simple - : : =
proporcién, pudo concluir que el radio de la T T e wy
Tierra es de 6366 km, muy cercano al valor ‘
real que es aproximadamente 6371 km.

N
i
il

CONCEPTOS CLAVES
<
> Teorema de Thales » Razon de Semejanza > Homotecia
> Semejanza de tridngulos > Razon de Homotecia
J
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¥/ TEOREMA DE THALES

Si tenemos un conjunto de rectas paralelas y estas son cortadas por dos rectas, entonces los
segmentos que se determinan sobre una de las rectas secantes son proporcionales a los

segmentos que se determinan sobre la otra recta secante.

SiL, /'L, /IL,, entonces:

AB _BC_AC
PQ QR PR

Teorema particular de Thales

Si los lados de un angulo se cortan por dos o mas paralelas entre si, los segmentos

que se determinan sobre una de las transversales son proporcionales a los segmentos que se
determinan sobre la otra transversal.

e 51, PA _ PB
AC BD

(L, /1L,)

Lo anterior, también es valido si las rectas cortan a las prolongaciones de los lados del angulo:

PA _PB
PC ~ PD

D
Y \ 2 (L, /L)

25
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v/ SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Dos triangulos son semejantes, si se puede establecer una correspondencia entre los vértices
de modo que sus angulos homaologos son congruentes y los lados homadlogos son proporcionales:

< R
s
AABC ~ APSR
A ° P
Tenemos que % = g—g = % =k, donde “k” es un numero real positivo llamado “razén de semejanza”.

Los criterios de semejanza, corresponden a la informacién minima necesaria para establecer que dos

triangulos son semejantes.

. CriteroL-L-1L
Dos triangulos son semejantes si sus lados homélogos son proporcionales.

b a
¢ ke

. CriterioA-A-A
Dos triangulos son semejantes si sus angulos homélogos son congruentes.

. CriteroL-A-L
Dos triangulos son semejantes si tienen dos lados homélogos proporcionales y los angulos
que forman estos lados, respectivamente congruentes.

b j i a kbi ika

26
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. CriterioL-L-A

Dos triangulos son semejantes si tienen dos lados homaologos proporcionales y los angulos

opuestos a los mayores de estos lados, respectivamente congruentes.

kb ka

Teorema de la semejanza
Si dos triangulos son semejantes, con razon de semejanza “k”, entonces sus perimetros
también estan en la razén k y sus areas estan en la razén k2.

C

kb ka

A B  — E (b>a)

Observa en la figura que la razén entre los perimetros es efectivamente k:

Perimetro ADEF _ ka + kb + kc _
Perimetro AABC atb+c

k

Y la razén entre sus areas es k%

kh - kc
Area ADEF _ 2
Area AABC hc
2

= k2

Observacion: este teorema nos permite encontrar la razén entre los perimetros o las areas de

dos figuras semejantes si conocemos la razén entre dos elementos homaologos.

27
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/[ APLICACION DE SEMEJANZA: TEOREMA DE EUCLIDES

El triangulo ABC de la figura es un triangulo rectangulo en C y p y q son las proyecciones de a 'y
b sobre la hipotenusa c.
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

o}
a
b h
A B
q H p
< C >
. Teorema de Euclides referente a la altura

El cuadrado de la altura equivale al producto de las proyecciones de los catetos sobre la

hipotenusa:

. Teorema de Euclides referente al cateto
El cuadrado de un cateto equivale al producto entre la hipotenusa y la proyeccion de

este cateto sobre ella:
[ a’2=pc ; b2=qc ]
. Calculo de altura

La altura correspondiente a la hipotenusa equivale al producto de las longitudes de los
catetos dividido por la longitud de la hipotenusa:
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¥/ HOMOTECIA

Si se tienen dos figuras semejantes y son tales que:

1.
2.

la figura resultante es mayor que la original

Sus lados homologos son paralelos.
Al unir sus vértices correspondientes por lineas, todas ellas concurren a un mismo punto
(Ilamado centro o foco de homotecia).

Entonces se trata de una homotecia.

En esta figura, al cuadrilatero ABCD se le ha aplicado una homotecia con centro en O y razén A,
obteniéndose el cuadrilatero homotético AB’C’D’.
La razén de homotecia en términos absolutos, se puede calcular mediante la razén entre una

longitud en la figura imagen con el homologo en la figura original, por ejemplo:
_OA'_OB' . _AB' _B'C
A = OA - OB ... O bien IM——AB =BC '
Ademas, por el teorema de la semejanza, tenemos que: perimetro ABICD' _ k Area ABCD'
P janza, que: perimetro ABCD Y "Area ABCD

En el caso en que el punto original y la imagen queden a distinto lado con respecto al centro de

k2

la homotecia, la razén sera negativa.
A continuacion, la interpretacién geométrica de acuerdo a las magnitudes que tome la razén de
homotecia:

A>A1 0<i<1

A<-1 -1<1<0
la figura resultante es mayor que la original la figura resultante es menor que la original
y el centro queda entre cada punto y su imagen. y el centro queda entre cada punto y su imagen.

29

Prohibida su reproduccion total o parcial.



30

EJERCICIOS RESUELTOS

En la figura, las rectas AD y BE se intersectanen C y AB // DE.
Si CE =10 cm, BE =5 cm y area ADEC = 60 cm?, 4 cual es el area del trapecio ABED?

Solucioén:

Tenemos que los triangulos ABC y DEC son semejantes (A, A, A), ademas como CE:EB=2:1,
entonces CE : CB =2 : 3, por lo tanto la razén de semejanza entre estos triangulos es 2: 3 y
por el teorema de la semejanza la razon entre sus areas sera 4 : 9. Como el area del DEC es
60 cm?, planteamos una proporcion:

area ADEC _4 60 4 irea AABC = = 9-60_ 135 cm?

area AABC 9 area AABC 9 4

Como area AABC = 135 cm? y area ADEC =60 cm? — area ABED =135 - 60 = 75 cm?.

Sobre la diagonal AC del rectangulo ABCD se ha construido el rectangulo ACEF, de modo que
D pertenece al lado EF.
SiAF =12 cmy DE =16 cm, ¢ cual es el perimetro de ABCD?

Prohibida su reproduccion total o parcial.



Solucion:

Un método para calcular los lados del tridngulo ADF es ocupar la semejanza entre AADF y ADCE,

otro método equivalente es ocupar el teorema de Euclides en el AADC; para ello tracemos una

recta DH perpendicular a AC, entonces DH = AF = 12 cm, HC = DE = 16 cm:

12

16

12

16

Por teorema de Euclides, 122=AH - HC — AH =9 cm.

Usando teorema de Pitagoras en AAHD : 92+ 122=AD?— AD =15 cm

Idem en ADHC: 122 + 162 = DC? — DC =20 cm, luego AD = 15 cm y DC = 20 cm, por lo tanto el

perimetro de ABCD es 70 cm.

EI ABC de la figura es rectangulo en C, los puntos D y F estan en AB y E en BC, de modo que
CD L AB, DE L BCyEF L AB.SiCD=9cmy EF =4 cm, entonces ¢ cuanto mide DE?

Solucion:

Tal como se muestra en la siguiente figura, los triangulos CED y DFE son semejantes por tener sus

angulos homologos congruentes.
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Si «DCE = a y «CDE = 3, entonces <EDF = o y <DEF = 3:

C
o
E
9 B
4
B
o Imm|
A D F B

Por la semejanza de triangulos, tenemos que:

CO_ED 9 _ED _ .. - _
DE - FE — DE 4° multiplicando cruzado, tenemos que DE?= 36 — DE =6 cm.

4. En lafigura, al AABC se le ha aplicado una homotecia con centro en P, siendo AB'C’ su homotético.
SiAA AP =2: 3, ;cual(es) de las siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) La razon de homotecia es 0,6.

perimetro AA'B'C' _ 3

) perimetro AABC 5

1) Area AB'C’ es un 36% del area del ABC.

Solucioén:
ComoAA :AP=2:3 — PA:PA=3:5; como larazén de homotecia (k) en términos absolutos

es la razon entre la distancias del centro al punto imagen y del centro al original, entonces:

_PA'_3 3.
k = PA - 5 pero 5 0,6, luego | es correcta.
AB /I AT = AB' _PA'_3
Para Il, por ser AB // A'B', tenemos que AABP ~ AA'B’P, entonces AB_PA 5
Por otro lado, AA'B'C'~AABC vy la razén entre los lados homadlogos es g entonces la razén

entre sus perimetros es la misma, luego Il es verdadera.

e . L t t b 3
Para Ill, como la razén de semejanza entre los triangulos ABC y AB’C’ es 5 tenemos que las
razon entre las areas de estos triangulos es el cuadrado de la razén de semejanza, esto es %

lo que equivale a % por lo tanto Ill es también verdadera.

32 Respuesta, I, Il y Il son verdaderas.
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EJERCICIOS DE PRACTICA

1. Enlafigura, las rectas DBy CE se intersectan 3.  En la figura, BC /I DE y Cy B pertenecen

enAyBC//DE.SiBC=2cm,DE=5 respectivamente a AE y AD. SiAC = 8 cm
cm y BD mide un cm mas que AB, entonces y CE =6 cm, entonces x =
AB mide:
A A) 2.cm e
A) 1cm
5 B) 3cm C
B) zcm B C
C) 4 cm
3
) gom A x+1 B X D
D/ \E D) 5cm
D) 2cm
E) %cm
E) 3cm

2. En la figura, los segmentos DC y BE se 4. AI(es) de las siquientes situaci
intersectan en el punto A. Si /I BC, . ¢En cual(es) de las siguientes situaciones

DE
DA = 4 cm, DC = 12 cm y BC = existe una semejanza entre las figuras?

6 cm,
entonces DE mide:
c @ 1
E 1) 2
A 1,5
(DT
D : e
A) 1,5cm
B) 2 cm
C) 3 cm I1T) 2
) 4 en
E) 4,5cm 3
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo 1y
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl
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5. ¢(En cual(es) de las siguientes situaciones 7. Enla figura, CH es la altura del triangulo
hay dos triangulos semejantes? ABC y los puntos D y E estan en los
lados AC y BC de este triangulo, de modo que

DE // AB. Silas rectas CH y DE se intersectan

) en P, DE=16cm, CP: PH =2: 1, entonces
AB mide:
o . C

42 ) B) 24 cm
C) 28 cm D ; E
m D) 30 cm /
L E) 32 cm
A H B
(LyL"se cortan en P)
A) Solo | 8. se puede determinar que los triangulos ABC
y DEF son semejantes, sabiendo que:
B) Solo |l
F
C) Sololyll
D) Solo Iy 1l C
E) Lyl E
B
6. Un poste vertical de 2,7 metros de alto, A D
proyecta una sombra en el suelo de 1,8 metros
y en ese mismo instante un nifio cercano (1) DE=1,2AB y FE=1,2BC
a él, parado verticalmente al suelo, proyecta (2) oty=0+¢
una sombra de 80 cm, ;cual es la estatura
del nifio?
' A) (1) porsisola
A) 90 cm B) (2) por si sola
B) 100 cm C) Ambas juntas, (1) y (2)
C) 120 cm D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)
D) 150 cm E) Se requiere informacién adicional
E) 160 cm
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9.

10.

Segun los datos dados en la figura, ¢ cual(es) 1.

de las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

9 12
4
5 15
16
) a+p=y
1)) o=
1) o>
A) Solo |
B) Solo IlI
C) Solo Iyl
12.
D) Solo Iy Il
E) Ninguna de ellas.

En la figura, AE y CD son alturas del AABC,
si AD=3 cm, P2=4 cmy CE = 2 cm, entonces
¢cuanto mide PC?

C
E
P
A D B
A) 1,2 cm
B) 2,5¢cm
C) 2,6 cm
D) 3,3cm
E) No se puede determinar.

En la figura, ABCD es un paralelogramo, E
pertenece al lado BC y los angulos ABD vy
DEC son rectos. Si AB = 6 cm, BD = 8 cm,
entonces DE mide:

D C
E
A B
A) 4.2 cm
B) 4.8 cm
C) 4.0cm
D) 6,0 cm
E) 6,2 cm

¢En cual de las siguientes situaciones se
cumple que a?=x?

) L/,

10 a

(L, y L, son rectas
1

que se cortan en P)

A) Solo |

B) Solo Il

C) Sololyll
D) Solo Iy Il
E) L1y 1l
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13.

14.

15.

En la figura, C y D pertenecen a BF, ED // AC

y AC 1L BF. Si ED = 4 cm, DC = 6 cm,
AB =13 cmy BC =5 cm, entonces EF =

F
A) 5cm D
B) 6 cm E
C) 2V13 cm
D) 2V5cm N
E) 9,6 cm
A B

En la figura, los angulos APQ y ABC son
rectos y los puntos P y Q pertenecen a
AC y AB respectivamente. SiBQ =1cmy
AQ = BC =3 cm entonces AP mide:

A) 1,6 cm B

B) 1,8 cm Q

C) 2cm

D) 2,4 cm

E) 32cm A P c

Si AABC ~ ADEF, donde AB es el homodlogo
del lado DE, BC es el homélogo de EF,
AB=acmyDE=15acm.

¢Cual de las siguientes afirmaciones es
verdadera?

A) Si el perimetro del triangulo ABC es
18 cm, entonces el perimetro del

triangulo DEF es 27 cm.

B) Si el «ACB es recto, entonces el
<DFE también.
C) Si el area del triangulo DEF es 54 cm?,

entonces el area del triangulo ABC es

24 cm?,

D) Si AB // DE y BC // EF, entonces
AC // DF.

E) Todas las anteriores son verdaderas.
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16.

17.

En la figura, el triangulo ABC es rectangulo
en By BH es una de sus alturas. SiAH : HC =2 : 1
y AB = 4 cm, entonces BC mide:

C
H
A B

A) 2cm

B) V2cm

C) V6cm

D) 2V6cm

E) 2V2cm

El AABC de la figura es rectangulo en C, los
puntos D, E y F estan respectivamente sobre
los segmentos AB, AC y CD, CD L AB,
DE //BC yEF // AB.SiDF =3 cmy DF = 3CF,
entonces la longitud de BC es:

C

A)  8cm

B) 6V3cm
C) 8V3cm
D) g@ cm
E) %@ cm



18. ElI AABC es rectangulo en C, E es la 20.
interseccion de AB y CD y CE = ED.
Si AB L CD, ,cual(es) de las siguientes
semejanzas es (son) verdadera(s)?
) ACEB ~ ADEB
1)) AAEC ~ ADEB
) AAED ~ ACEB
C
A) Solo |
B) Solo Il
C) Sololyll A = B 21.
D) Solo Iy 1l
E) [, 1y 1l
D

19.

En la figura, las rectas AB y CD son
paralelas y AD y BC se intersectan en el
punto E. SiAB=9cm, DC =6 cm, CE =4 cm
y AE = 7,5 cm, ¢4cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

E

D/\C\
A B\

) El perimetro del trapecio
ABCD es 19,5 cm.

) El perimetro del triangulo

DCE es 15 cm.
) La razdn entre las areas de los
triangulos DCE y ABE es 2 : 3.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo 1yl
D) Solo Iy 1l
E) L1yl

22.

Un sitio rectangular esta representado en un
mapa por un rectangulo de lados 10 y 30 cm.
Si la escala del mapa es 1:100, entonces el
area del sitio en m? es:

A) 30 m?

B) 300 m?
C) 3000 m?
D) 30000 m?

E) 300000 m?

Un fundo tiene un terreno de 16 hectareas
(1 hectarea = 10.000 m?) y esta representado
en un mapa por una figura de area 100 cm?,
¢cudl es la escala del mapa?

A)  1:400

B)  1:4000

C) 1:20

D)  1:160000
E)  1:16000000

En la figura, al punto A(-3,2) se le ha aplicado
una homotecia con centro en P(1,0) quedando
en el punto (9,-4). Si al punto (0,4) se le
aplica la misma homotecia, quedara en el
punto:

y
At
\ P .
-3 1 '9 X
D i
A) (2,-8)
B) (3,-8)
C) (6,-8)
D) (3,-4)
E) (2,-6)
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23.

En la figura, PQ, R y S son puntos de los
lados del rectangulo ABCD. Las rectas SR
y PQ del
rectangulo, intersectandose en el punto T.

son paralelas a los lados
Segun las medidas dadas, scual(es) de las

siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

D Q C
3cm
S T R
6 cm
A 8 cm P 4cm B

) QTRC se obtiene de PTSA al

aplicar una homotecia con

centroen Ty razén -0,5.
) ABCD se obtiene de APTS al
aplicar una homotecia con
centroen Ay razén4: 3.
11)) TQDS se obtiene de TPBR al
aplicar homotecia

una con

centroen Ty razén -2.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl
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25.

Al triangulo ABC de la figura, se le aplico
una homotecia con centro en O y razon

A= g transformandose en el triangulo DEF.

Si OR=2 cm y RB=1 cm, entonces BG=

A) 45cm
B) 3,5cm
C) 3cm
D) 2cm
E) 2,5cm

Al cuadrilatero ABCD de la figura se le ha
aplicado una homotecia con centro en P
transformandose en el cuadrilatero AB'CD’.
Si PB : BB =5 : 2 vy area del cuadrilatero
ABCD es A cm? entonces el area del
cuadrilatero homotético es:

P
AI /\ DI
e
A D
B C
A) %Acm2
B) %Acm2
A A om?
C) 25Acm
9 Aem?
D) 25Acm
E) ;—1Acm2



26.

27.

A) 16 cm

B) 25 cm

C) 31,25 cm
D) 32,8 cm
E) 56 cm

En la figura, al AABC se le ha aplicado una 28.
homotecia con centro en el origen cuya
imagen es el AAB’C’.

Si el punto B(3,6) se transforma en el punto

B’(5,10), ¢cualles) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdaderas?
y
c B
c B
o A A X
) Si OC = 6 cm, entonces
CC’ =4cm.
1)) Si area AABC = 12 cm?
entonces area AAB'C’' = 20 cm?.
) Si BB = 8 cm, entonces
OB’ =20 cm.
A) Solo |
B) Solo Il
29.
C) Solo Iy lll
D) Solo 1l y 1l
E) [, 1yl

Al cuadrilatero ABCD se le ha aplicado una

homotecia con centro en O, transformandose
en el cuadrilatero AB’C'D’ cuya area es
un 64% del cuadrilatero original.

Si el perimetro de AB’C’'D’ es 20 cm, ¢cual
es el perimetro de ABCD?

Al AABC de la figura, se le ha aplicado una
homotecia con centro en O, transformandose
en el triangulo AB’'C’. Se puede determinar la
razon de homotecia, sabiendo que:

perimetro AOAB' 5

perimetro AOAB "2

(2) El area de OABC es un 16%
del area de OAB’C’.

) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

En la figura, el triangulo ABC es equilatero
cuyo lado mide 12 cm, M y N son puntos
medios de los lados AB y AC respectivamente.
Si F es punto de la recta AB, NF y BC son
rectas que se interceptan en Py CP es a PB
como 2 es a 1, entonces BF mide :

C
N
P
A M B F

A) 3cm
B) 4 cm
C) 8cm
D) 12 cm
E) 18 cm
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30. En la figura, el triangulo ABC es rectangulo 32, En la figura, <CDE = «CABy CD : DB =3 : 1,

en C, D y N pertenecen al lado AB y P entonces AE =
pertenece al lado BC, de modo que CD L AB,
DP L BCyDB LNP.SiPB=2cmyNB=1cm, c
entonces AC mide: A) 4 om \
¢ B) 6 cm $E o™
N o
p C) 8.cm D3
D) 9cm / \
E) 11 cm A B
A D N B
A) 8cm 33. ABCD es un rectangulo, DF L AC, FE L AB
B) 2V3cm y los puntos F y E estdn en AC y AB
C) 4V3 cm respectivamente. Si AD = 15 cm y DC = 20 cm,
D) 83 om entonces AE =
E) 2V15 cm D 20 C
31. ABCD es un cuadrilatero, con angulos 15
interiores rectos en B y D. Las diagonales F
AC y BD, son perpendiculares y se intersectan A E B
en F, de modo que F es el punto medio de BD.
Si E es el punto medio de AC, DE = 5 cm y
FE = 3 cm, ¢jcual(es) de las siguientes A) 7,2.cm
afirmaciones es (son) verdadera(s)? B) 6.8 cm
C) 6,5 cm
) D) 6,2 cm
)] El perimetro del ABED es E) 6.0
,0cm
18 cm.
) El area del cuadrilatero ABCD
es 40 cm?2.

1] El perimetro del cuadrilatero
ABCD es 12V5 cm.

D

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll

D) Solollyll \F© : ©
E) 1Myl
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34.

35.

En la figura, se tiene una piramide de base
rectangular, que se ha cortado por un plano
paralelo a la base, determinandose el
cuadrilatero PQRS:

o)

¢Cudl(es) de Ilas afirmaciones

es (son) verdadera(s)?

) Perimetro PQRS _ OP
Perimetro ABCD OA

siguientes

”) Area PQRS - E . @
AreaABCD DB AB

I Perimetro OPR _ Perimetro PQRS
) Perimetro OAC  Perimetro ABCD

A) Solo |

B) Solo I
C) Solo 1yl
D) Solo 'y I
E) VAl

En la figura, CD es paraleloa AB, conDy E
puntos de AE y EB respectivamente.

SiDC :AB =2 : 3y el area del ADCE es 40 cm?,
¢;cual es el area del trapecio ABCD?

E
A) 10 cm?
B) 20 cm? D C
C) 50 cm?
D) 60 cm?
E) 90 cm? A B

36.

En la figura, AFCD es un rectangulo,
F pertenece a AB y <DEC y <ACB son rectos.
;,Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

D C

A F B

) AE -AC=AD - CF
1)) AE -BC=AD - BF
1) AE - FA=CF -AD

A) Solo |

B) Solo I

C) Solo Iyl
D) Solo Iy lll
E) Lyl

37. Enla figura adjunta, se muestra un triangulo

b 2b

y un rectangulo:

triangulo rectangulo

¢ Cual es el area del rectangulo?

A)  4pq
B) pVpq
C) 2p\Pq
D)  4PVPq

E)  pvp(p+q)
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38. Segun la informacion dada en la figura h =

b h
A) a ; b
B) aa+bb
C) a ; b
D) azibb
I

RESPUESTAS CAPITULO 11

1.D 2.C 3.B 4.C 5.E 6.C 7.B 8.C 9.D 10.D
11.B 12. E 13. A 14.D 15. E 16. E 17.E 18. E 19.C 20.B
21.B 22.B 23.A 24.D 25.D 26.C 27.B 28.D 29.D 30.D
31.E 32.C 33.A 34.E 35.C 36.C 37.D 38.B
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VECTORES

Capitulo

3

En la descripciéon del movimiento parabdlico,
Galileo se dio cuenta que se componia de

un movimiento vertical y uno horizontal, para
combinar estos dos movimientos se tenia que
crear un nuevo campo tedrico; esto abrio las
puertas a nuevos entes llamados vectores,
los cuales son fundamentales en la modelacién
de fenémenos fisicos.

CONCEPTOS CLAVES
> Vector de posicion > Igualdad entre vectores
» Ponderacion de un vector » Operatoria con vectores
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/| ELEMENTOS BASICOS

Vector geométrico

Un vector geométrico se distingue por tener un punto inicial (u origen), un punto final,
una direccion, un sentido y una magnitud.

o3}

La magnitud o “largo” del vector también se denomina longitud o norma.

Vectores equipolentes
Son aquellos que tienen igual direccion, sentido y magnitud.

o
7

. Vector de posicion
Supongamos que tenemos un punto P en el plano cartesiano bidimensional,
el vector cuyo punto inicial es el origen del sistema cartesiano y el punto
final es el punto P, se llama vector de posicidon del punto P y generalmente se designa
utilizando la letra minuscula que designa al punto:

y
P(a,b)
pd
o) >
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Como hay una correspondencia biunivoca entre los puntos y los vectores de posicion,
cuando hablemos de vectores en un sistema cartesiano, podemos referirnos ya sea a la
flecha que va desde al origen al punto o bien a las coordenadas del punto al cual estamos
haciendo referencia.

En la figura, cuando hablamos del vector P, podemos referirnos a 6I5 en el sentido
geométrico o a las coordenadas del punto P, es decir p = (a,b).

. Vector libre
Un vector libre es aquél cuyo punto inicial no coincide con el origen del sistema cartesiano.
Como veremos mas adelante, todo vector se puede asociar a un vector equipolente con
él, cuyo punto inicial sea el origen del sistema cartesiano.

7
//B . N
A El vector libre AB es
B equipolente al vector U
O X

¥/ IGUALDAD Y OPERATORIA ENTRE VECTORES

. Igualdad de vectores
Dos vectores son iguales cuando sus respectivas coordenadas son iguales:
[ EnR?2 (a,b)=(cd) <« a=cyb=d ]
. Adiciéon de vectores

Para sumar dos vectores se aplica la ley del triangulo o la ley del paralelogramo, de
acuerdo a la posicion en que se encuentran los vectores.

Si los vectores tienen el punto de partida en comun, ocupamos la ley del paralelogramo:
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46

Si el punto de llegada de uno de los vectores coincide con el punto de inicio del otro,
ocupamos la ley del triangulo:

Si se trata de sumar vectores dados en coordenadas, la suma se obtiene sumando las
coordenadas respectivas:

yA
,b+d
b+d (a+c +d) EnRZ
ol @R = | [ (ab)+ (cd)=(a+c,b+d) ]
gl ¥ (c.) Z
"5 | i
0 a c a+c ;

Sustraccion de vectores

El inverso aditivo u opuesto de un vector es aquél que tiene misma direccién, misma
longitud, pero distinto sentido.

El opuesto de a es el vector -a:

Ly

Ahora, para restar dos vectores, al primero se le suma el opuesto del segundo

[@-B=arh)

Geométricamente, la resta de vectores se visualiza de la siguiente forma:
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Cuando los vectores estan dados por sus coordenadas, la resta se obtiene restando las
coordenadas respectivas:

[L EnR?% (a,b)-(cd)=(a-c,b-d) J

Es importante considerar que si tenemos dos puntos en R2 podemos determinar
un vector libre AB, restando el vector de posicion de B con el vector de posicién de A
(punto final menos el punto inicial):

y A B
A
. Observa en la figura que
as
b AB =b-a
0] M

[En R?  SiA(a,, a,) yB(b,, b,) « E=(b1—a1,b2—az) ]

. Ponderacion de un vector
La ponderacion es una operacion entre un escalar (o que asumiremos en este caso que es
un numero real) y un vector.
Si tenemos un vector a y lo ponderamos por el escalar A, obtenemos el vector 2a, el cual
tiene la misma direccion que a, pero su sentido y el médulo pueden variar dependiendo de
la magnitud y signo del escalar (siempre que A # 0)
Geométricamente, tenemos las siguientes situaciones:

Sl A > 1, el vector conserva el sentido y aumenta su modulo:
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48

S| A < -1, el vector, cambia el sentido y aumenta su médulo:

Sl -1 <X <0, el vector conserva la direccion, cambia el sentido y disminuye su modulo:

En el caso que los vectores estén dados por sus coordenadas, entonces multiplicamos el
ponderador, con cada una de sus coordenadas:

[ En R% A (a,b) = (ra, Ab) ]

¥/ LONGITUD O NORMA DE UN VECTOR

La longitud o norma de un vector es la distancia que hay entre el punto de partida y el punto de
llegada y se designa con el simbolo ||a]| o bien |a].
Si los vectores estan dados en términos de sus coordenadas, tenemos que

EnR% Sia =(p,q) < |[|a]|=p?+ q? ]

Se puede comprobar si utilizamos el teorema de Pitagoras.
En R?, en el AOPA, utilizando el teorema de Pitagoras, tenemos que OA2= OP? + PA?, entonces

OA=+p? + @2

yA
A|(pq)
F] g? [ |OA| = [I&]l = Vp? + 2 ]
0 0 P X

El médulo tiene las siguientes propiedades:

1. llall e Ry ||§||E 0
2. I3 + Bl <Al + llb]l (desigualdad triangular)
3. lIAall =1l Al eR)
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¥/ DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Para calcular la distancia entre dos puntos, tenemos la siguiente expresion:

[ En R?, SiA(x,, y,) Y B(x, Y,), entonces AB = VX, = X, 2+ (Y, = ¥, ]

49

Prohibida su reproduccion total o parcial.



EJERCICIOS DE PRACTICA

1. Dados los vectores U y v de la figura, jcual 3. En la figura, si todos los cuadrados son

de las alternativas representa mejor a su congruentes, ¢cual(es) de las siguientes
suma? afirmaciones es (son) verdadera(s)?
—_— V —_— —
u u v
A N
— a -
A) c g
\ b
)  U+V =-2b
B) 1)) c+2a=u
1)) V-_u=2¢c
A) Solo |
C) B) Solo |l
C) Solo 1yl
D) Solo Iy 1l
E) [, 1y 1l
D)
4. ,Cual de los siguientes vectores tiene una
longitud distinta a los demas?
E) A (1-2,1+12)
/ B) (1 !_\/g)
C) (2,2
D V3,3
2. En la figura, ABCD es un paralelogramo, ) (\/_ \/_)
entonces AC + DB= E) (V2,33)

5. SeaelvectorVv = (u+1,u+4), se puede

A) ﬁ S determinar este vector, sabiendo que:
— Cc
B) Z_AP 1) Su longitud es 15 unidades.
C)  AB_ 2)  (u+1)(u+4)>0
D) 2AB A 4
E)y 0 A) (1) por si sola
B) (2) por si sola
C) Ambas juntas, (1) y (2)
D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)
50 E) Se requiere informacién adicional
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6. Dados los vectores a, b y w, squé vector hay 9. Sean los vectores U = (3,-1), v = (2,1) y

que sumarle a a — b para que resulte el w= (-1,2), ¢cudl(es) de las siguientes
vector w? afirmaciones es (son) verdadera(s)?
)  Uu-v=-w
) u+v=2v -w
1)) lu+2w|=|v -w|
. A)  Solol
X B)  Sololl
A) (1,5) C) Solo Iyl
B) (2,5) D) Solo 1y lll
C) (1,6) E) [, 1y 1l
D)  (2,6)
E) (4,-4)

10. Se puede determinar que ABCD es un

paralelogramo, sabiendo que:
7. Seanlos vectores P y q , tales que
pP+9=(2,-5)yp-29 =(-4,1), icual de —_ =
las siguientes afirmaciones es FALSA? (1) ﬂ?’, * B_C. - @, * D_C,:
(2) AD + DB =BC - BD

—_

A) 5_q=(_2’_1) D c
B) 5 + 26 = (4’ _7)
C) 25 -q= (_2’ _4)

—_

D) p-39=(6-5)
E) 35 - 4a = (_8’ _1)

T - = A 1) por si sola
8. SiU=(6-3)y U -V esta en el tercer ) (Mporsi

cuadrante, jcual de los siguientes vectores B) (2) por si sola
podria corresponder a v ? C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional
A) (2,5)
B) (-2,-4)
C) (7,2)
D) (10,-7)
E) (12,-4)
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11. Sea el vector @ = (p -1,p), ¢cual(es) de las

siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

) Existen exactamente dos
valores de p para los cuales la
longitud de @ es 5 unidades.

1)) Si0<p<1,entonces a estaen
el segundo cuadrante.

1)) Si a esta en uno de los ejes
coordenados su longitud es
una unidad.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo 1yl
D) Solo Iy 1l
E) [, 1y 1l

2.D

RESPUESTAS CAPITULO 12

3.C 4. E 5.E

6.D

7.D

8.C

9.E

10. B
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Capitulo

GEOMETRIA ANALITICA

4

Los origenes de la Geometria Analitica
se atribuyen a René Descartes
(1596-1650) lo que se puede hallar

en el apéndice La Géométrie de su obra
"Discurso del Método", aunque se sabe
que el matematico Pierre de Fermat
utilizaba este método antes que esta
publicacion.

CONCEPTOS CLAVES

» Distancia entre dos puntos
> Ecuacién general de recta

> Sistema de ecuaciones

» Ecuacién principal de recta

> Pendiente
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V| ELEMENTOS BASICOS

. Sistema cartesiano
Todo punto en un sistema cartesiano queda determinado por un par ordenado, donde la
primera coordenada se llama abscisa y la segunda se llama ordenada:

y A
(X, Y) .
i «x»: abscisa
>|/ «y»: ordenada
—— X — XV
. Distancia entre dos puntos

La distancia entre los puntos A(x,, y,) y B(x,, y,) esta dada por la formula:

[[ AB = (X, = X, + (Y, ~ V) ]

Esta formula se puede demostrar si se utiliza el teorema de Pitéagoras en el triangulo ACB,
rectangulo en C.

y A
B
Y2 En AABC: AB? = AC? + BC?
y, A réz 4 AB? = (x, = X, + (y, = y,)% por lo tanto:
X, =X, AB=\j(X2—X1)2+(y2—y1)2
X1 X2 XV
. Punto medio de un segmento
SiA(x,,Y,)yB(x,,Y,), entonces el punto medio M del segmento AB tiene como coordenadas
5 YY)
M < 2 2
y A
Y, B

+ M
_y12V2 [{ M<x1+x2,y1+yZ> }
A 2 2

Y
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SiA(x,,y,)y B(x,, y,), entonces la pendiente m del segmento AB se define como
oYY

X, —

La pendiente es un indicador de cuanto varia la variable

1

Pendiente de una recta

, CON X, #X,

X,

m

- X,

Y-V, ]

Tenemos las siguientes situaciones:

Si la pendiente es positiva, el segmento forma un angulo agudo con el eje «x».
Si la pendiente es negativa, el segmento forma un angulo obtuso con el eje «x».

y

Si la pendiente es cero, el segmento es paralelo al eje «x».
Si la pendiente no existe, el segmento es paralelo al eje «y».

Las situaciones anteriores se ilustran en los siguientes graficos:

al variar “x”.

y A

B \ B
A/ A A B R
XV XV XV XV
m>0 m<0 m = Am
Ejemplo:

Supongamos que tenemos los puntos A(3,1) , B(4,3) y C(-2,-9) y queremos determinar si los tres

puntos estan sobre una misma recta (es decir son colineales).

Solucion:

Un método es calcular las pendientes de dos trazos, por ejemplo AB y BC, si estas resultan ser

iguales entonces los puntos son colineales.

Pendiente de AB: 2

3-1

3 2, pendiente de BC:

—9-3
2-4

iguales se deduce que los puntos son colineales.

Segundo método, calcularemos las distancias, AB, BC y AC, si resulta que la suma de las dos

menores nos da la mayor, entonces los puntos son colineales.

AB=\(4-3) + (3-1) =5 BC={(-2-4)" + (-9-3) =180 =65 y

AC=y (-2 - 3)* + (-9 — 1)* =125 =5v5 y como podemos comprobar facilmente que, AB+AC = BC,

entonces los tres puntos son colineales.

, luego como las pendientes son

55

Prohibida su reproduccion total o parcial.



/[ ECUACION DE RECTA

Todos los puntos (x, y) que satisfacen una ecuacion de tipo ax + by + ¢ =0, con a, b y ¢ niumeros reales,
se encuentran sobre una recta.
Para determinar una ecuacion de recta se necesitan dos puntos, o un punto y su pendiente.

. Ecuacion por dos puntos
La ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(x,, y,) y B(X,, ¥,) se puede determinar
a través de la férmula:

y_y1_ y2_y1
X=X, = X, =X,

(con x, #X,)

. Ecuacion punto pendiente
Supongamos que tenemos el punto (x,, y,) y queremos determinar la ecuacion de la
recta que pasa por este punto y tiene pendiente “m”, para ello ocupamos la ecuacion:

[ y-y, =mx-x) ]

Esta ecuacién se denomina ecuacién punto — pendiente.

. Ecuacion general de la recta
Es una ecuacion en dos variables x e y, donde uno de sus miembros es igual a cero:

[ axrpyrc=o |

. Ecuacion principal de la recta
Si en la ecuacion general despejamos la variable “y”, obtenemos una ecuacién del tipo:

=

Esta ecuacion se llama ecuacion principal de la recta, donde “m” corresponde a la

(7 1]

pendiente de la recta o coeficiente de direccidn y “n” es el coeficiente de posicion e

indica donde la recta intersecta el eje “y”.

Por ejemplo, podemos tener las siguientes situaciones:

yt y y y
i (0, n)
N X X X X

(0.)

m>0 m<0 m>0 A m
n<o0 n>0 n=0 A n
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. Rectas paralelas a los ejes

Una recta paralela al eje x es de la forma y = k, donde k es una constante:

xV

Una recta paralela al eje y es de la forma x = k, donde k es una constante:

¥/ RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES

. Rectas paralelas
Dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente:

Seanlasrectas:L:y=mx+n yL:y=mx+n,:

{LLM/LZ siy solosim, =m, ]

. Rectas perpendiculares
Dos rectas son perpendiculares si y solo si el producto de las pendientes es —1:

Seanlasrectas:L:y=mx+n, yL:y=mx+n,

L, ><L1
[ L, LL, siysolosim1-m2=—1]
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Observacion: los teoremas mencionados, tanto como el de las rectas paralelas como el de
las rectas perpendiculares, son validos cuando ambas pendientes estan definidas.

Por ejemplo si una recta es paralela al eje “x” y otra es paralela al eje “y”, resultan ser
pendiculares pero el producto de sus pendientes no es -1, ya que la horizontal tiene

pendiente cero y la vertical tiene una pendiente no definida en los reales.

Ejemplo: determina una recta que pasa por el punto (-4, 5) y es perpendicular a la recta
de ecuacion 2x -3y +4 =0

Solucion:
Sabemos que la recta de ecuacion ax + by + ¢ = 0 tiene como pendiente m = — %, en
L . . -2 2
este caso la recta de ecuacién 2x — 3y + 4 = 0, tendria pendiente m = 3 = 3 como las

rectas son perpendiculares, el producto de sus pendientes es -1,

2
entonces 5 -m

3 M, = -1—-m,= —g - Luego, de la recta que buscamos sabemos que pasa

por el punto (-4, 5) y tiene pendiente —g , ocupando la ecuacion punto pendiente,

. 3 .
obtenemos la recta de ecuacion y — 5 = — = (x + 4), si la desarrollamos obtenemos la

2
ecuacioén general 3x +2y +2=0.

¥/ SISTEMA DE ECUACIONES

Este tema ya lo vimos en el cap 4, pero lo volveremos a estudiar para conectarlo con la ecuacion de la recta.
Cuando resolvemos un sistema de ecuaciones de dos ecuaciones lineal en dos incognitas, como el
siguiente:

ax+by=c
ax+by=c

Lo que estamos haciendo es encontrar el punto P donde se intersectan las rectas:

ax+by=c

. ! .|, tenemos tres situaciones:
ax+by=c

Habiamos visto que al resolver un sistema de la forma
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Sistema compatible determinado

Esto ocurre cuando las pendientes de las rectas son distintas, por lo tanto se intersectan

en un solo punto, luego la solucion del sistema es un solo valor tanto para “x” como para “y”.

En la ecuacion ax+by=c, tenemos que su pendiente m, =— =~ , mientras que en la recta

T lo

ax+b’y=c’, su pendiente es m, = — =, como las pendientes son distintas, tenemos que

oo

a
-Z%

a a_b
b b" #*— .

0 equivalentemente 27D

. . . b .
De lo anterior deducimos que si 8 + 2 entonces las rectas son secantes y el sistema

a b’

tendria una uUnica solucion.

a_b

Si —# E , entonces las rectas son

secantes y la solucion del sistema es
Unica.

Sistema compatible indeterminado

Esto ocurre cuando las rectas tienen igual pendiente e igual coeficiente de posicion, en

[T 1] %y 9

este caso hay infinitas soluciones tanto para “x” como para “y”.

Esto ocurre cuando todos los coeficientes son proporcionales §=§=E y las rectas son

. a' c'
paralelas concidentes.

. . . a -
Tenemos que en la recta de ecuacion ax+by=c, su pendiente es m, = — b y su coeficiente
, mientras que en la recta de ecuaciéon a’x+b’y=c’, su pendiente

de posicién es n, =

, Si ambas ecuaciones corresponden a una misma recta, entonces

=9 n=n,& =£ obien£=£
bl y 1 2 bl bl Cl'

olo

1 2 b bl an

. . C .
De lo anterior se deduce que si a-b_ o las rectas son paralelas coincidentes y el

a b

sistema tendria infinitas soluciones.
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y A
o
o, 0 .
XN si @=2-C cntonces las
%0 a b c
o+
rectas son coincidentes, y el sistema
; tendria infinitas soluciones.
. Sistema incompatible

En este caso las rectas tienen igual pendiente y distinto coeficiente de posicion, las rectas
no se intersectan, luego el sistema no tiene soluciones.

Segun lo visto, que tuviesen igual pendiente, era equivalente a a- g y si tenian distinto

al

- . . b C .
coeficiente de posicion, era equivalente a o # o entonces si se cumple que
a_b ¢ , .
—==# o las rectas serian paralelas no coincidentes.

a b

Graficamente la situacion es la siguiente:

A
y o p
03 a_b ¢
+ Si— = — #— , entonces las rectas
? a b c
+ son paralelas no coincidentes, entonces
> . . .

el sistema no tiene solucion.

xV

Ejemplo: ]
Dado el sistema de ecuaciones 3x — ky B 2 , determina el valor de k para que el sistema
no tenga soluciones. 2x+3y=4

Solucion:

Si el sistema no tiene soluciones debe ocurrir que % = —g # % tenemos que efectivamente

%;t z2_1 por lo tanto trabajamos solo con la primera proporcion: g = —g, multiplicando cruzado

y despejando, obtenemos que k = —

N |©
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Enla figura las rectas L y L’ son perpendiculares.
Si L' pasa por el punto (3, 1), ¢.cual es la interseccidn de esta recta con el eje y?

_3% -

-2

Solucion:

2
Utilizando el triangulo sombreado de la figura, podemos deducir que la pendiente de L es — 3

también se puede obtener el mismo resultado si ocupamos la expresion m = %
2 1

Como las rectas son perpendiculares, el producto de las pendientes es —1, entonces

—% ‘m—m= % luego L’ pasa por el punto (3, 1) y tiene pendiente % para poder obtener su
ecuacion puedes ocupar la ecuacion punto pendiente y — y, = m(x - x,), o bien podemos utilizar
lo siguiente:

Supongamos que la ecuacién principal de L' es y = mx + n, pero m = > luego la ecuacion es de la

formay = g X + n, pero la recta pasa por el punto (3, 1), luego x = 3, y = 1, es una solucion de

iy 3 7 .
esta ecuacion, reemplazando obtenemos 1 = 5" 3+n—->n=- > luego la recta L’ intersecta al

eje y en el punto <O, —%)
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Sea ABCD un cuadrilatero cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados.
Si las coordenadas de tres de sus vértices son A(a, —a), B(a, —b), C(b, -b), conab<0ya<b,
¢cual(es) de las siguientes afirmaciones con respecto a este cuadrilatero es (son) verdadera(s)?

) Es un cuadrado.

) Su area es (a + b)? unidades cuadradas.

a+b —a—b>
2 2

) Su centro es el punto <

Solucién:
Comoab<0ya<b,sededucequea<0yb>0,luego-a>0y-b<0,porlotanto los
vértices se ubican tal como se ilustra en la siguiente figura:

y A
A -a D
a b ;
B -b C

Observa que los lados del cuadrilatero miden b — a, lo cual se puede visualizar por simple
inspeccion o bien por la férmula de distancia entre dos puntos.

Como todos los lados son congruentes y los angulos interiores son rectos (por ser los lados
paralelos a los ejes), se tiene que el cuadrilatero es un cuadrado, por lo tanto | es correcta.
Como cada lado mide b — a unidades, el area del cuadrado es (b — a)?, luego Il es falsa.
Ahora, por ser un cuadrado, el centro de la figura se ubica en el punto medio de una diagonal,

entonces si ocbupamos la formula del punto medio para el trazo A(a, — a) y C(b, — b), obtenemos
a+tb -a-
( 2 2

>, luego Il es verdadera. Conclusién, solo | y Il son verdaderas.

Dado el sistema de ecuaciones PX ; 3y =56 , ¢, paraqué valor de p el sistema no tiene soluciones?
X + y = —

Solucion: ‘b
. . X = . .
Recordemos que para que un sistema del tipo a, +b'y C, no tenga soluciones, debe ocurrir que
a'x +b'y=c

a_b_c - p_3.,6 3,6
N # o en este caso, entonces debe ocurrir que 1773 # — observa que 5 # 5 por lo
b _

tanto solo trabajamos con la proporcion 1= _73 de donde se obtiene que p = —

N | w
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4. Sealarectal deecuacion mx + ny =0. Simn # 0, ¢ cual(es) de las siguientes afirmaciones es (son)
siempre verdadera(s)?

) Larectamx+ny + p =0, se puede obtener a partir de L por medio de una traslacion.
1)} SiL se traslada enla direccion (0, n), se obtiene larecta de ecuacion mx+ ny —n=0.
1)) Si L se rota en torno al origen en 90° se obtiene la recta nx — my = 0.

Solucién:

En |, al trasladar una recta se obtiene una recta paralela a ella, por lo tanto basta con comprobar
que las rectas son paralelas.

Recordemos que la pendiente mde larectaax+by+c=0esm=-— %, entonces en el caso de la
recta de ecuacion mx + ny = 0, la pendiente es — % y en la recta de ecuacion mx + ny + p =0,
obtenemoslamisma pendiente;comolas pendientes soniguales, entonceslasrectas son paralelas,
luego | es verdadera.

Para I, la recta dada tiene como ecuacién mx + ny = 0, esta es una recta que pasa por el origen,
si se traslada en la direccién (0,n) se obtiene una recta paralela a ella y con coeficiente de

posicion “n”:

<V

La pendiente de mx + ny = 0, sabemos que es — % y su coeficiente de posicion es “n”, utilizando
la ecuacion principal de la recta y = mx + n, obtenemos que la ecuacion de rectaesy = — %x +n.
Desarrollandola, obtenemos mx + ny — n? = 0, luego Il es falsa.

Para Ill, como L es una recta que pasa por el origen, al girarla en 90° con respecto al origen se
obtiene una recta que también pasa por el origen y es perpendicular a la primera.

Como nx — my =0 es una recta que pasa por el origen, basta con comprobar que es perpendicular
con L.

Por otro lado, la pendiente de mx + ny =0 es — % y la pendiente de nx —my =0 es %

m,

n :
como — iy = —1, entonces las rectas son perpendiculares, luego Ill es verdadera.

Respuesta, solo | y Ill son verdaderas.
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EJERCICIOS DE PRACTICA

1.

Sean los puntos: A(-3, 2) y B(1, 4), s cual es
la pendiente de la recta que pasa por estos
puntos?

1
A
B) 2
c) -2
1
D) -5
E)y O

¢ Cual es la pendiente de la recta de ecuacion
2x-3y-5=07?

N2
B) >
o -3
D) £
E) 2

¢Cual(es) de los
pertenece(n) a la

siguientes  puntos
recta de ecuacion

3x-y-4=07?
) (=1.-7)
1)) 2, 2)
1) (4, 8)

A) Solo |

B) Solo Iy

C) Solo 1l y 1l

D) Solo 1y lll

E) L1yl

Prohibida su reproduccion total o parcial.

¢, Cual es la ecuacion de la recta de la figura?

yA
\1
A
A) Xx-2y+1=0
B) x+2y-1=0
C) X-2y+2=0
D) 2x+y-2=0
E) Xx+2y-2=0
¢Cual de las siguientes ecuaciones

corresponde a una ecuacién de una recta
paralela alarecta de ecuaciéon 3x—2y —1=07?

A) 6x+4y-1=0
B) 2x-3y—-2=0
C) 2x+3y-1=0
D) 6x—-4y-5=0
E) x-2y-3=0

Si el punto (k + 1, k — 3) pertenece a la recta
de ecuacion 3x — 2y + 4 = 0, entonces k =

A)  -13
B) -1
C)

D) 3
E)y 7



La interseccién de las rectas de ecuaciones 10.
y =3x—-2;4x -y =4 es el punto:

A)
B)
C)
D)
E)

(4,2)
(2,4)
(1, 1)
(0,-2)
(-1, -5)

Con respecto a la recta de ecuacion:
3x -2y - 6 =0, se afirma que:

)  Cortaal eje x en (0, 2). 1.
Il)  Cortaalejeyen(-3,0).

1)) Su pendiente es % .

¢ Cual(es) de las afirmaciones anteriores

es (son) verdadera(s)?

A)
B)
C)
D)
E)

Solo |

Solo Il

Solo Il

Sololyll
Ninguna de ellas.

El punto medio del segmento AB, con A(-1, 5)
y B(3, 7) pertenece a la recta de ecuacion:

A)
B)
C)
D)
E)

2x+y=0
2x-y=0
x—-2y=0
6x+y=0
3x-y+3=0

Se puede determinar el valor de “k” sabiendo

que:

A)
B)
C)
D)
E)

(1) La distancia entre los puntos
(k+1,k) y (-1,5) es 5 unidades.

(2) El punto (k+1,k) esta en la
recta de ecuacion 5x—3y—9=0.

(1) por si sola

(2) por si sola

Ambas juntas, (1) y (2)

Cada una por si sola, (1) 6 (2)
Se requiere informacién adicional

¢ Cual de los siguientes graficos representa
mejor al de la recta de ecuacion

x-y-3=07?
YA
A) 3
3 X
YA
B)
3 -
X
-3
vA
3
1 X
yA
D
) 5 :
X
-3
y
E
) 3
3 X
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12.

13.

14.

¢(En qué punto la recta AB de la figura
intercepta al eje y?

A)  (0,5)

A

y

5

B) <0’§> B

2
C) (03) 1 A
D) (3.0) 0| 1 3 X
oG9

¢, Cual es la ecuacion de la recta que tiene
pendiente —2 y pasa por el punto (2, 1)?

A) 2x+y+5=0
B) 2x+y-5=0
C) 2x+y+4=0
D) 2x+y-4=0
E) 2x+y+3=0

¢, Cual es la ecuacion de la recta que pasa
por el punto (-2, 2) y es paralela a la recta
de ecuacién: 3x -y +1=07?

A) 3x-y+8=0
B) 3x-y-8=0
C) x+3y-4=0
D) x+3y+4=0
E) 3x+y+4=0

Prohibida su reproduccion total o parcial.

15.

16.

17.

El area del triangulo delimitado por la recta
de ecuaciéon x — 3y — 6 = 0 y los ejes
coordenados medida en unidades cuadradas
es:

A) 6

B) 12
c) 18
D) 20
E) 30

¢, Cuanto debe valer "t" para que los puntos
P2, 1); Q(-2, 1) y R(0, t) sean los vértices
de un triangulo isésceles de base PQ?

A) 2

B) 4

C) -3

D) Para cualquier valor real.

E) Para cualquier valor real distinto de 1.

Se puede determinar la pendiente de la recta
L de la figura, sabiendo que:

L

(1) n=1,5m m\

(2) La recta L es perpendicular a
la recta de ecuacion
2x-3y+12=0.

(1) por si sola

(2) por si sola

Ambas juntas, (1) y (2)

Cada una por si sola, (1) 6 (2)
Se requiere informacién adicional

nmoozz



18.

19.

20.

El punto A de la figura, pertenece a la recta
L. Si la abscisa de A es p, ¢cual es su
ordenada?

A p

B) g

o

D) §+ 2 =)
E)  5+4

Si las rectas de ecuaciones y = 5x — 1 ;

2x + ky - 3 = 0 son perpendiculares,

entonces k =
2

A _£

) 5

B) -10
1

C) 10
2

D) 5

E) 10

Los puntos A(2, 1) y B(2, 4) son los vértices
consecutivos de un cuadrado, ¢cual(es) de
los siguientes puntos podria(n) corresponder
a alguno de los otros vértices?

) (2,4)
1)) -1,1)
1) (5, 1)

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll

D) Solo |y Il

E) Solo 11y 1l

21.

22.

Los lados del AABC de la figura son
paralelos a los ejes coordenados.
SielladoBC es paralelo alarecta de ecuaciéon
2x + 3y = 5, ; cual de las siguientes
afirmaciones NO es verdadera con respecto a
este triangulo?

yA
2p +3}----- <
PR 8
p 3p 1 X

A) Su area es 27 unidades cuadradas.
B) Uno de sus vértices es el (13,5).

C) Uno de sus lados mide V117 unidades.
D) Uno de sus catetos mide 2 de lo que

3
mide el otro cateto.

E) La altura desde A tiene pendiente % .

Con respecto a la recta de ecuacion
2x —y - 3 =0, se afirma que:

) Pasa por el punto (4,5).
) Intercepta a uno de los ejes
en (-3,0).
1)) Es perpendicular a la recta de
ecuacion x + 2y -6 = 0.

., Cual(es) de las afirmaciones anteriores
es (son) verdadera(s)?

A) Solo |

B) Solo |l

C) Solo Iy lll
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl
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23.

24,

25.

Una posible ecuacién para la recta que pasa
por el origen del sistema cartesiano y es
paralela a L es:

L
y

A) mx +ny =0
B) mx—-ny =0
C) nx-my=0
D) nx+my=0
E) nx+my-mn=0

;,Cual es la ordenada de un punto de
abscisa 2 que pertenece a la recta de la
figura?

A) -1 y

B) 1 3

C) 1,2 ]

0 28 SRR N
E) 2,6

Dos rectas son perpendiculares y se

interceptan en el punto (-2, 3).

Si una de las rectas tiene como ecuacién
y = -x + 1, jcudl es la ecuacion de la otra
recta?

A) y=x+1
B) y=-x+1
C) y=-x+3
D) y=Xx+5
E) y =x+3

Prohibida su reproduccion total o parcial.

26. Si la distancia entre los puntos (2,3) y

27.

28.

(5,n-23)es 5, jcual(es) de los siguientes
valores puede tomar n?

) 2

1))

) 10
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo 'y Il
D) Solo Il'y 1l
E) Lyl

Dos vértices consecutivos de un cuadrado
son los puntos: (-1,3) y (2,5), s,cual es el area
de este cuadrado, en unidades cuadradas?

A 3
B) 5
c) 13
D) 65
E)y 73

Sea ABC un triangulo cuyos vértices son
A(2, 3), B(5, 3) y C(0, m).

Si el area de ABC es 6 unidades cuadradas,
jcual de los siguientes valores podria
corresponder a m?

) 4
1)) -1
1) 7
A) Solo |
B) Solo Ill
C) Solo 1y I
D) Solo Iy 1l
E) L1yl



29. Sean los puntos A(3,1), B(5,7) y C(x,y), se

30.

31.

puede determinar que A, B y C estan sobre
una misma linea recta, sabiendo que:

(1)  Lapendiente de BC es 3.
(2) AB+BC=AC

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

En la figura se muestra la grafica de la recta
de ecuacion px+qy =2, 4 cual de las siguientes
afirmaciones es siempre verdadera?

A)  pP=2q y

B) q=2p

C) g+2p=0 2

D) p+q=3 >
4 X

E) q-p=2

Sea L la recta que pasa por los puntos A(p,q)
y B(q,p), con p # q ¢,cual(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

1) La recta L tiene pendiente —1.
1)} Una posible ecuacion para L
esx+y=p+q.
11)] L forma con los ejes
coordenados un triangulo

isosceles.
A) Solo |
B) Solo |l
C) Solo Iyl
D) [, Ly I
E) Ninguna de ellas.

32. Sea el cuadrilatero ABCD cuyos vértices

33.

son A(a,0), B(0,b), C(-b,0) y D(0,-a) con a
y b reales positivos.

¢ Cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

) Sia # b, entonces el cuadrilatero
es un trapecio isésceles.
1)} Si a =b, entonces el cuadrilatero
es un cuadrado.
) El doble del area del

cuadrilatero es (a + b)2.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Solo 'y I
D) Solo Iy 1l
E) L1yl

¢, Cual de los siguientes graficos representa

2x-y=3 5
X+2y=-1]|

mejor al sistema:

A)

<

yA

xV

y
c) >
y
D) é
y
E) /
X
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34.

35.

Los puntos (-4,0); (2,0) y (0,3) son los
vértices de un paralelogramo.

¢, Cual(es) de los siguientes puntos puede
ser el cuarto vértice?

) (6,3)
1)) (0,-3)
1) (-2,-3)
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo 1yl
D) Solo |y lll
E) Solo Iy Il

Se sabe que la recta L, intersecta al eje x
en el punto (a,0) y larecta L, intersecta al
eje y en el punto (0,b). Se puede determinar
que L, y L, se intersectan en el primer
cuadrante, sabiendo que:

(1) ab>0
(2) Las pendientesde L, y L,
son positivas.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

Prohibida su reproduccion total o parcial.

36. Los puntos A(-46) y B(4,12) son los

37.

extremos de un diametro de
circunferencia.
., Cual(es) de las siguientes afirmaciones

es (son) verdadera(s)?

una

) El centro de la circunferencia
esta en el eje de las ordenadas.

) El radio de la circunferencia
mide 5 unidades.

)] El punto (-7,2) esta en la
circunferencia.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy 1l
E) [, 1yl

En la figura,
perpendiculares.
¢En qué punto la recta L, intersecta al eje y?

las rectas L, y L, son

ACOD

B) (0, ?

C) (0,9)

D)  (0,12)

B (0




38. Sean las rectas de ecuaciones 3x + 2y = 12;

x = p, s cudl(es) de las siguientes afirmaciones 40. La recta L de la figura, se gira en 180° en
es (son) verdadera(s)? sentido antihorario, con respecto al origen del

sistema cartesiano, entonces una ecuacion
posible de la recta resultante es:

) Sip >4, las rectas se intersectan Ay L
en el cuarto cuadrante.
1)} Si 0 <p <4, las rectas se 2
cortan en el primer cuadrante. _
1) Sip <0, las rectas se cortan 4 X
en el segundo cuadrante. A) 3x— 4y +12=0
B) -3x+4y+12=0
A)  Solol C)  —4x+3y+12=0
B) Solo Il D) 4x +3y+12=0
C) Solo |y I E) 3x+4y+12=0
D) Solo 11y 1l
E) [, 1yl

41. ;,Cual de los siguientes graficos podria
representar a la recta de ecuaciony = — ax + a?

39. La recta L de la figura, se gira en 90° en
sentido antihorario con respecto al punto
(0, 6), entonces una ecuaciéon posible de la 1)
recta resultante es:

L ﬂyL
Ay 1)) a
6
& g
4 : Ay
1
L
A)  2x+3y+18=0 i
B) 2x-3y+12=0 S
C) 2x-3y+18=0
D) 3x+2y-18=0 A)  Solol
E) 3x-2y+18=0 B) Solo Il
C) Solo Iyl
D) Solo 'y Il
E) [ 1y 1l
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42. Con respecto a las rectas cuyo grafico en el

43.

sistema cartesiano se muestra a continuacion,
;cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

YA
4
1
21 2 ;
) Una de las rectas tiene
pendiente —2.
1)) Las rectas son perpendiculares.
1)) Se intersectan en el punto (1,2).

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo 1yl

D) Solo 1y 1l

E) IRall

Con respecto a la recta de ecuacion

(@a+1)x+(@-1)y—(a*-1)=0,cona?# 1
se afirma que:

) Intersecta al eje x en el punto
(a-1,0).

1)) Intersecta al eje y en el punto
(0,a+1).

) Siael]-ow 1[UN, o la
pendiente es positiva.

A) Solo |

B) Solo I

C) Sololyll
D) Solo Iy 11l
E) [, 1yl
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44.

45.

46.

Sean las rectas L, y L, de ecuaciones
L:px-3y=6;L,:2x+5y=r

Los valores respectivos de p y r para que
las rectas se corten en el punto (1, —1) son:

A) 1y-1

B) -1y1

C) 3y-3

D) -3y-3

E) 3y1

¢Cual de los siguientes sistemas de

ecuaciones, esta representado por la grafica
que se muestra a continuacion?

/3A:f X

A) 3X-y=9;4x-y=2
B) X-y=-9;4x-y=-2
C) 3X-y=9;x—-4y=-8
D) Xx+y=9;4x-y=8
E) 4x -y =13;4x -y =-2

Dado el sistema de ecuaciones lineales

px +4y =12
3x+8y=q | los valores respectivos que

deben tomar p y q para que el sistema tenga
infinitas soluciones son respectivamente:

1

A) §y12

B) 1 24
3y
3

C) 2y24
2

D) 3y18

E) 1 18
2y



+ =
47. Sea el sistema de ecuaciones X ay_1 ,
ax+y=b

48.

;cual(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?
) Si a = 0, el sistema tiene una
unica solucién.
) Sia=
infinitas soluciones.

= -1, el sistema tiene

1)} Si a? # 1, el sistema tiene una

Unica solucion.

A) Solo |

B) Solo lll
C) Solo Iy I
D) Solo |y lll
E) L1yl

¢, Cual(es) de los siguientes graficos podria(n)
corresponder al de la recta de ecuacion
ax+y=c,siac>07?
Ay

1)

RN

Ay
1))
TN
Ay
1))
%
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo |y I
D) Solo 1y Il
E) Solo 1l y 1l

49. Sean las rectas L, y L, de ecuaciones,

50.

L:ax+y=2a;L,: x-y=1-a, ¢cual(es)delas
siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) Si a # -1, las rectas se
intersectan en el punto (1,a).

) Si a = 1, las rectas son
perpendiculares.

1)) Si a = -1, las rectas son

paralelas no coincidentes.

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo Iy I
E) [, 1yl

Sean los puntos A(p,q) y B(s,t) dos puntos
en el plano cartesiano y m es la pendiente
de la recta que pasa por ambos. ¢ Cual(es) de

las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?
) Sip#syq=t,entoncesm=0.
) Sip>syq<t, entoncesm<Q0.
) Si (t - g)(s — p) > 0, entonces
m > 0.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo 1y lll

D) Solo Iy 1l

E) [, 1y I
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MINIENSAYO
EJE GEOMETRIA

Tiempo: 45 minutos

1. Siel punto (2,4) se traslada en la direccion 4. ABCD es un cuadrado, P y Q son puntos
(a,b) queda en el punto (3,3), entonces a + b = sobre los lados BC y CD respectivamente,
tales que PB = QD. ¢ Cual de las siguientes

afirmaciones NO es siempre verdadera?

A) -3
B) -2 o °
C) >
D) P
E)
A B
2. El punto (-b,a) se traslada en la direccion A) AQ = AP

(a, b) quedando en el punto (3,5), entonces

L B) QP =2EC
el punto inicial es el:

C) DP =BQ

D) <PQD = «QPB

E) AQ = AE
A) (4,1)
B) (1,4)
C) (-1.4) 5. Enlafigura, By C pertenecenrespectivamente
D) (-1,-4) a los lados AD y AE del triangulo ABC. Si
E) Falta informacién para determinarlo. AB 2

BD - 3’ ¢cual es la razon entre las areas de

los triangulos ABC y ADE?
3. Al punto (a,b) se le aplicé una traslacion

paralela al eje x en dos unidades a laizquierda A

y después se reflej6 en torno al eje y

quedando en el punto (5,-7), ¢cual era el

punto inicial? B 1% ¢
A) (_51_5) D F E

B 7,7

) (7.7) A) 2:3

¢ 77 B) 2:5

D)  (&.7) C) 4:5

E) (3-7) D)  4:9

E) 4:25 75
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En lafigura, al triangulo ABC se le ha aplicado
una homotecia con centro en O, obteniéndose
el triangulo DEF. Si las intersecciones de las
rectas AC y DF con OE son los puntos G
y H respectivamente y OA: AD =2 : 3, 4 cual
de las siguientes afirmaciones es FALSA?

A) OG:0OH=2:5

B) La razén de homotecia es 2,5.

C) SiAB =4 cm, entonces DE = 10.

D) El area del AABC es un 16% del area
del ADEF.

E) Si «CAB = 20°, entonces
<FDE = 50°.

En la figura, se tienen dos cuadrados
homotéticos, con centro de la homotecia “O”.
L es una recta que pasa por O y por el vértice
Q de uno de los cuadrados e intercepta a
uno de los lados del mismo cuadrado en P.
Se puede determinar la razén (en cualquier
orden) entre las areas de los triangulos
sombreados, sabiendo:

(1) La razén en que P divide al
trazo OQ.

(2) La razoén entre los perimetros
de los cuadrados.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacion adicional

Prohibida su reproduccion total o parcial.

8.

Larecta L de la figura, se gira en 90° en torno
al origen, ¢jcual es grafico de la linea
resultante?

L

<V

I
N
<y

<y

P

yA

\
|
N
XV

|
N
\
|
w
<y



10.

¢, Cuanto debe valer k para que las rectas de
ecuaciones (k—1)x—2y=3 ; kx+3y=—-1sean
perpendiculares?

A) 2
B) 5
C) g
D) g
E) 203

Larecta L de ecuacion (k+1)x+(k—1)y+12=0
pasa por el punto (5,-7), ¢,cual de las siguientes
afirmaciones es FALSA?

A) La pendiente de L es negativa.
B) k es un numero entero positivo.
C) La recta L intercepta al eje y en el

semieje negativo.
D) La recta L pasa por el punto (16,-20).
E) La recta L pasa por el primer cuadrante.

11.

12.

En la figura el triangulo CAB es rectangulo
en A, AF es una altura de este triangulo y
FDBE es un cuadrilatero de angulos rectos.
Si F y D pertenecen a BC y AB
respectivamente, se puede determinar que
este cuadrilatero es un cuadrado, sabiendo
que:

(1) CF=FB
(2) AC=2EB

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

En la figura, H divide interiormente a AB en

larazén 4 : 5y AC mide 12 cm, s cual es el area
del ABC?

A) 185 cm®

B) 36v5 cm’
C) 54V5cm’
D) 72y5cm’

E) 14475 cm®
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13. ABCD es un trapecio cuyas diagonales AC

14.

y BD son perpendiculares y se intersectan
en el punto P. Si AB = 15 cm, CD = 5 cm,
PC =3 cm, entonces PB mide:

D C
P
A B

A) 9cm

B) 12 cm

C) 16 cm

D) 17 cm

E) 3v21 cm

Los vértices del triangulo ABC tienen
coordenadas A(-3,-1), B(-1,-1) y C(-1,4),
si a este triangulo se le aplica una homotecia
con centro en (2,1) y razén de homotecia -2,
;jcual(es) de los siguientes puntos
corresponde(n) a los vértices del triangulo
homotético?

) (12,5)
1)) (8,5)
1) (8,-5)
A) Solo |
B) Solo Il
C) Solo |y I
D) Solo 1y Il
E) Ly 1l

Prohibida su reproduccion total o parcial.

15. Enla figura, ABCD es un rectangulo y P es

16.

17.

un punto del lado CD, de modo que P divide

interiormente a DC en la razon 4 : 1. Si BC
mide 12 cm, entonces el perimetro del
rectangulo es:

D P c
A B

A) 42 cm

B) 84 cm

C) 54 cm

D)  24+10V3cm
E) 30 + 18V5 cm

Sea el punto P(p+1, p—-3), si este punto
pertenece a una circunferencia de centro
0O(-8,-9) y radio 15, entonces el o los posibles
valores de p es (son):

) -18

1)) 3

1)) 9
A) Solo |
B) Solo |l
C) Solo 1y I
D) Solo 1y Il
E) Ninguno de ellos.

La ecuacion de la recta L de la figura es
3x—2y-6=0, entoncesa+b-c=

y A
A) -5

B) -3 ,
c) -1

D)

E) 2 [




18. Sean las rectas L, y L, de ecuaciones,

19.

20.

L:iax+y=2a; L x-y=1-a,scual(es)de
las siguientes afirmaciones es (son)
verdadera(s)?

1 Sia# -1, las rectas se
intersectan en el punto (1,a).
1)} Sia =1, las rectas son
perpendiculares.
1)) Sia=-1, las rectas son
paralelas no coincidentes.

A) Solo |

B) Solo Il

C) Solo Iy I
D) Solo 11y llI
E) L1yl

Sea el sistema de ecuaciones

(@a+1)x+2ay=16 )
(3a+ 1)x + 3(2a— 1)y = 40 | ¢paraque valor

LI ]

de "a” este sistema tiene infinitas soluciones?

moox2
Z A WN =

o existe tal valor.

ABCD es un cuadrado, donde las coordenadas
de los vértices consecutivos A y B son
respectivamente A(p,—p) y B(4p,—p), con
p > 0. Se puede determinar los demas
vértices, en funcion de p, sabiendo que:

(1) Estan en el primer cuadrante.
(2) Una de las diagonales del
cuadrado tiene pendiente 1.

A) (1) por si sola

B) (2) por si sola

C) Ambas juntas, (1) y (2)

D) Cada una por si sola, (1) 6 (2)

E) Se requiere informacién adicional

21.

22.

23.

Sean los vectores @ = (p,q) y b = (-2p,—2q)
con pq # 0, scudl(es) de las siguientes
afirmaciones es (son) verdadera(s)?

) 2 yb tienen la misma direccion.
)  Ja+bl=Ial
Ny a+3b=b-3a

A) Solo |

B) Solo |l

C) Sololyll
D) Solo 'y Il
E) [, 1yl

Sean los vectores: @ = (4,-1), b = (2,5) y
¢ = (-1,3), ¢cuanto debe ser el ponderador
)\ para que se cumpla que b +AC =Ab —a?

A) -2

B) -1

C) 2

D) 4

E) No existe tal valor.

En la figura, E y D son puntos de los lados
BC y AB respectivamente. Si ED es la simetral
de BC, AC =60 cm y BC =80 cm, 4 cudl es el
perimetro del cuadrilatero CHDE?

C
E
A H D B
A) 120 cm
B) 132 cm
C) 142 cm
D) 152 cm
E) 936 cm
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Anexo 1: Perimetro de figuras planas

NOMBRE FIGURA PERIMETRO
TRIANGULO b a a+b+c
CUALQUIERA
C
CUADRADO . 4a
RECTANGULO b 2(a + b)
a
ROMBOIDE Eb 2(a + b)
a
CIRCUNFERENCIA 2nr
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Anexo 2: Area de figuras planas

NOMBRE FIGURA AREA
TRIANGULO b a ch
CUALQUIERA Y
C
TRIANGULO )
EQUILATERO ﬁ a \/5
TRIANGULO ab
RECTANGULO b —
a

CUADRADO a a2
RECTANGULO b ab

a
-4
ROMBOIDE Lh / ah
a
b
TRAPECIO (a+b) .
" 2 )7
O
a

CIRCULO
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Anexo 3: Area y volumen de cuerpos

Ve °
geometricos
NOMBRE CUERPO AREA VOLUMEN
CUBO 6a2 at
(hexaedro regular)
a
/|c
ORTOEDRO 2ab+2bc+2ac abc
(paralelepipedo recto a b
rectangular)
ah+bh+ch+dh+eh + 2A = Ah
PRISMARECTO Q\C h Ph+2A (A = area del poligono
(en la fig. un caso especial: P (P= perimetro del poligono basal)
prisma de base pentagonal) € - b basal)
2
CILINDRO @ h 2nrh+2nr nreh
h g 2 1
CONO nrg+mnr L r?h
r 3
ESFERA @ 4nr? %ms
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RESPUESTAS MINIENSAYO

RESPUESTAS MINIENSAYO
1.C

2.C 3.E 4. E 5.E 6. E 7.D 8.C 9.E 10. E
12.B 13.B 14. E 15.B 16. C 17. A 18. C 19.C 20. A
22.C 23.B
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